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Auf der ersten Stufe geometrischer Ausführungen werden die 
Formen verglichen, indem man sie durch irgend welche Bewegungen 
zur Deckung bringt; dies führt zur Betrachtung übereinstimmender 
Gebilde in verschiedenen Lagen und zur Abbildung ohne MaTsände- 
rung. Auf der zweiten Stufe wird der Begriff der Abbildung der 
Art erweitert, dafe hier nicht mehr von Gebilden die Rede, die ein- 
ander wirklich decken können, sondern von solchen, die von einem 
Punkt aua gesehen einander zu decken scheinen. Es ist das Verdienst 
von Poncelet, den Gedanken der Perspektiven Abbildung, die un- 
serem Sehen entspricht und deshalb in der angewandten Geometrie 
von ao auläerordenilicher Bedeutung ist, auch der reinen Geometrie 
als leitenden Grundsatz einverleibt zu haben. Von der dritten Stufe 
geometrischer Betrachtung, der Beziehung der Figuren auf einander 
nach andern als rein Perspektiven Gesetzen, wird in diesem II. Teil 
des Lehrbuches nur die Polarisation in einer Anmerkung besprochen. 

Von den beiden Abteilungen dieses zweiten Teiles behandelt der 
erste die Geometrie der Abbildung und der ihr entsprechenden 
Streckenverhältnisae, der zweite die rechnende Geometrie der Ebene. 

Die Verfasser sind durchaus nicht der Ansicht, das Buch 
solle genau in der Reihenfolge durchgenommen werden, in 
der der Stoff aus eachgemäfsen Gründen angeordnet ist; 
sie gewähren vielmehr dem persönlichen Ermessen des 
Lehrers durch diese Anordnung den gröfsten Spielraum. 

Bei erstmaliger Durchnahme kann man mit Übergebung des 
kleineren Druckes folgenden Weg einschlagen, Nachdem das Ver- 
hältnis (§ 1, i— 4) und die Verhältnisgleichheit (g 2, 1— s) erläutert 
worden, wird sofort zu den Verhältnissen bei Parallelen (§ 4) über- 
gegangen. Die beiden ersten Kapitel bringen dann die Verlmltnis- 
ünd Ahnlichkeitslehre in der hergebrachten Weise zum Abschlufe, 
und von hier aus kann schon der Übergang zur zweiten Abteilung 
ausgeführt werden. Die harmonische Teilung (§ 8, 5—9) und der 
Potenzbegrift' (§ 10, e) können zunächst ausgelassen werden; übrigens 
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lassen sieh noch, mit Hinzuziehung des letzteren Begriffes, an die Be- 
riilirungsauf gaben, die den Schlufe des zweiten Kapitels bilden, sofort 
die weiteren Aufgaben dieser Art na«h § 24, 1 und 2 anschlielsen. 

Eine erste Erweiterung findet dieser Lehrgang durch Ausführung 
der Perspektiven Ähnlichkeit (§ 3, 4a) im dritten Kapitel (§12, 
% 13, 1—5), die zu einer besonderen Gruppe von Aufgaben (§ 14) 
die Lösung bietet. 

Im zweiten Abschnitt, der von der Abbildung mit einer Bildaxe 
handelt, giebt das IV. Kapitel ein in sich geschlossenes Ganzes mit 
den Sätzen von Meuelaos und Geva und den davon abgeleiteten, ebenso 
das V. Kapitel ein solches über die harmonischen Punktreihen und 
Strahlenbüschel, unabhängig vom vorangehenden. Im folgenden legt 
die neue Auflage den Sätzen über Punktreihen und StrahlenbüscLel 
eine Abänderung des Satzes von Menelaos zu Grunde, den Satz vom 
Zweistrahl mit Zweistrahl, der für den zweiten Absuhnitt dieselbe Be- 
deutung hat, wie der Satz vom Zweistrahl mit Parallelen für den 
ersten Abschnitt. Dagegen sind Sinus Verhältnisse und Involutionen 
ausgeschieden worden. Die Paragraphen über Punktreihen können 
übrigens übergangen werden, indem auch die Abbildung beliebiger 
Figuren sich unmittelbar au den Satz von Menelaos anreiht. 

WiU mau thunlichst rasch von der Perspektiven Ahnliehkeit der 
Kreise zu der Abbildung des Kreises mit Bildaxe (Kap. VII, 
§ 23) gelangen, so erledigt man zuvor die harmonischen Verhältnisse 
(§ 8, 5-9, § 17—19, 5) und holt den Potenzbegriff (§ 10, 6, 7) nach; 
durch diesen ergeben sich die Beziehungen der Abbildung zu einer 
Bildaxe für einen Kreis selbst mit Übergebung der allgemeinen Sätze 
dieser Abbildungsart (§ 22, 1 und 2). Die sich hier an- und den ersten 
Teil abschli eisende apollonische Aufgabe (§ 24, 1 und 3) bietet 
ein wertvolles Beispiel der allgemeinen Behandlung einer geometri- 
schen Aufgabe und ein schätzbares Mittel, Fertigkeit im Zeichnen zu 
gewinnen. — Übrigens wird es auch nicht viel aufhalten, wenn man, 
um die Abbildung mit Bildaxe (§ 3, ib) nicht auf den Kreis zu be- 
schränken, dem VII. Kapitel noch den Satz von Menelaos (§ 15, 1 
und s) und die Hauptsätze für diese Abbildung (§ 22, 1 und 2) vor- 
ausschickt. 

Beabsichtigt man auf dem kürzesten Wege, mit Ausschluss der 
Sätze über Punktreihen und Strahlenbüschel, die Kegelschnitte 
(§ 25) zu erreichen, so wird man einerseits vom Satz des Menelaos 
(§ 15, 1 und 2) zu dem von Camot übergehen (§ 16, 5—7), andrerseits 
die eben genannten Hauptsätze der Abbildung (§ 22, 1 und 2) noch durch 
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die Sätze über die Fluchtgeraden {§ 22 , 3—6) ergänzen und im Kapitel 
über die Abbildung des Kreises als Kreis (s. o.) zu den Sätzen von 
Pascal und Brianchon vordringen (§ 23, 3- 7). — Um die Kegelschnitte 
aucb als Erzeugnisse von Punktreiben und Strahlenbüscheln nachzu- 
weisen, genügt die Hinzunahme weniger Nummern (§ 16, 1—4, § 20, 
§ 21, 1, 2, 4); zugleich ergiebt sieb dann einfach, dass zu beliebigen 
5 Punkten oder Geraden ein Kegelschnitt möglich ist. 

Als ein Beispiel der Verschiedenartigkeit der Ableitungen 
eines einzigen Lehrsatzes dient der von Pascal; er ergiebt sich aus 
der Perspektiven Ähnlichkeit der Kreise (§ 13, s), aus den Sätzen von 
Menelaos imd Camot (§ 16, s), aus projektiven Strahlenbüscheln 
(§ 21, 3 und i) und ans der Abbildung des Kreises mit Bildaxe 
{§ 23, 6). Von dem Satz von Brianchon finden sich zivei den beiden 
letztgenannten verwandte Ableitungen; auch wird er ans dem des 
Pascal durch Polarisation erhalten {§ 19, t). 

In der berechnenden Abteilung ist, dem Wunsche von KoUegen 
entsprechend, die Kreisherechnung ohne Verwendung goniometri scher 
Funktionen durchgeführt worden, jedoch mit Beifügm^ von Zu- 
sätzen in kleinerem Druck, die zugleich eine Einführung in die Tri- 
gonometrie (den letzten Abschnitt) gestatten. In dieser wni-de zu 
vierstelligen Logarithmen übergegangen. 

Für die Behandlung der Goniometrie und Trigonometrie ist es 
zulässig, auf den Sinusbegriff (§ 35, i) sofort dessen Verwertung (§ 42, 
3. 4; I 35, 3, XVI, 1-17 und z. Tl. schon XXI und XXII) folgen zu 
lassen und entsprechend mit den übrigen Funktionen zu verfahren; 
die nachfolgende Behandlung und Anwendung des Sinussatzes zui^chst 
nur für spitzwinkelige Dreiecke (§ 43, l und z. Tl. XXIV) fuhrt un- 
mittelbar Ober zur Aufstellung des Begriffs der Funktionen beliebiger 
Winkel {§ 37) und zur weiteren Ausgestaltung der Goniometrie und 
Trigonometrie. 

In der Verdeutschung der Ausdrücke haben sich die Verfasser 
die ebenfalls von Kollegen befürwortete Zurückhaltung auferlegt. 

Für die wohlwollenden Beurteilungen der ersten Auflage und 
für die freundliche Unterstützung bei der Neubearbeitung sind wir 
Kritikern und Kollegen zu gröfetem Danke verpflichtet. 



Bericlitigiingen, 
Seite 85, Zeile 2 soll es heifaen; „die beiden zug-e ordneten halben DurohraeBaer", 
Seite 86, Zeile 9 «. 10 Halbaxe. 
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Einleitung. 
AUgemeiiies über Verliältiiisse und Abbildung. 

§ ]. VerhSltnis zweier Strecken. 

1. Beim Vergleichen zweier Strecken ist die erste Unterschei- 
dung die, ob sie gleich oder nngleich sind. Im letzteren Falle Hfst 
sich auf der gröfseren Strecke a die kleinere & abtragen; der hier- 
bei bleibende Rest giebt an, um wieviel a gröfser ist als 6. — 
WjU man dagegen die Zahl bestimmen, wie oft eine Strecke in 
einer anderen enthalten ist, so geschieht dies durch das Messen, 
d. h. es wird die kleinere Strecke h anschliefsend so oft als möglich 
auf der grölseren a abgetragen. Das Ergebnis einer Messung ist eine 
reine (unbenannte) Zahl, Verhältniszahl. Dafs eine Sti'ecke a 
durch eine, Strecke h gemessen und dals die Verhältniszahl beider 
1 soll, wird durch a : & oder 



Strecken bestimmt i 

man liest dies: „das Verhältnis von a zu 6". 

2. Der einfachste Fall beim Messen ist der, dafs kein Rest übrig 
bleibt; man nennt dann die Strecke &, welche q^ ^ 

in einer anderen Strecke a ohne Rest auf- 'H y~a~^ " 

geht, ein Mafs dieser Strecke; dagegen beifst """t — ' 
« ein Vielfaches von 6. ^' 

In diesem Falle ist die Verhältnisaabl eine ganze Zahl. Es 
ist z. B. (Fig. 1) 

oder 

-7^ = 3. «=3^, 



a) Wenn h ein Mafs von a ist, etwa a 
ganze Zahl), so läfst sich auch ein Vielfaches ' 
h ohne Rest messen; es ist nämbcb 



■ h (n'obei a eine 
;(, etwa lUi, durch 



; Ji"a/s einer Strecke ist auch Mafs eines Vielfachen dieser 
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4 Verliältniase imd Abbildung. g 1. 

b) Umgekehrt: Wemi b ein Mafs von a ist, etwa a = a -h, und 
wenn C ein Mafa von & ist, etwa b ^ ß ■ c, so ist C auch ein Ma£s 
von «; denn es ist a ^^^ ab ^= aß ■ c, 



Jedes Mafs des Mafses einer Stecke ist auch Mafs dieser Strecke selbst. 

3. Beim Messen einer Strecke a durch eine andere b kann auch ein 
Rest r^ bleiben, indem a^-h<a<{(Ci-\--l)b, Dann ist die Verhiiitnia- 

zahl der Messung von a durch h ^ , . . 

keine ganze Zahl, sondern sie liegt " 

zwischen zwei aufeinander folgen- i '■ — , ..'. - .. — i 

den ganzen Zahlen (zwischen a^ und 

«1 + 1). Das Verhältnis beider '"■ 

Strecken läfst sich in diesem Falle '^' ' 

nur dann bestimmen, wenn es eine Strecke m giebt, welche ein Mafs 

sowohl von a als auch von h ist: eine solche Strecke m heifst ein 

gemeinsames Mafs der Strecken a und b. So sei z. B. in Fig. 2 

a = 5m, b = 3m; 
hier ist; 

w = -rrh, also ö = 5 ■ ^ ?> = -^b, deshalb t" ^ "tt" ' 

d. h. das Verhältnis der Strecken ist in solchem Fall ein Bruch. 
Ist M > b, so ist es ein unechter Bruch; ist aber a <ib, so ist es ein 
echter Bruch. Im letzten Beispiel ist: 



Allgemein: wenn a = um, b = ß»i, so ist 



Dieses letztere Verhältnis heifst das umgekehrte Verhältnis 
in Bezug auf das erstere. 

4. Wenn nun zwei Strecken a und b ein gemeinsames Mals m 
haben, so dafs a = atn und b ^ ßm ist, und wenn bei der Messung 
von a durch b der Rest r^ bleibt, wenn also a = x^b -j- r^, so ist: 
r^ = a — K^b ^ am — a^ßm ^ (a — ajß)m, hiei smd cc und cc^ß 
ganze Zahlen, also ist auch (cc —~ a^ß) eine ganze Zahl, somit ist m 
auch in r^ als Mals enthalten. Also; 

a) Ein gemeinsames Mafs zweier Strecken ist auch Maß des Bestes, 
der beim Messen der gröfseren dwrch die Mtmete ubug blubt, — und 
umgekehrt, wie ebenso nachzuweisen ist 
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g 1, Vcriältttisse wnd Abbildung, ö 

b) Jedes Mafs der Jcleineren von swd 8irecke>%, das zugleich ein 
Mafs des Bestes der Messung der größeren durch die kleiitere ist, ist 
auch ein Mafs der gröfseren Strecke. 

Dieser Satz bietet mis ein Mittel, das gröfste gemeinsame Mafs 
zweier Streeken a und b m bestitnmen. Dieses miafs nämlich auch Mafs 
von h und r^ sein, d, h. die Aufgabe ist auf die gleiche, aber mit 
kleineren Strecken zurückgeführt. Ergiebt nun h durch r^ gemessen 
den ßest r^, ist also h = K^r^ ~\- r^, so muis auch r^ das verlangte 
gröfste gemeinsame Mafs enthalten; also ist jetzt die Messung mit r^ 
und r^ weiter zu führen: r^ = K^r^ + r^ u, s, w. Wenn bei der 



Fortsetzung dieses Verfahrens einmal kein Rest mehr übrig bleibt: 
r^ = cc^rg ^' r^, r^ = a^r^, indem der letzte Best r^ Mafs des 'vor- 
letzten r^ ist, so ist er nach b) auch ein Mafs der vorhergehenden 
Reste Tg, r^, . . ., er ist also schliefsHch auch ein Mafs von h und a\ 
er ist das gröfete gemeinsame Mafs, da er jedes Mafs von a und h 
enthalten muis. 

Wenn im Beispiel der Fig. 3: 

h = 2r^-\- r, 
rj = 2»-g + rg 
^2 ^ »"a + r^ 

j-j = Sr^, so ist: r^ ^ 3 ■ r^ -}" '".i '"= ^'"4 

r, = 2.4*i+ 3»-,= llr^ 

& = 2- llr^+ 4»-^ = 26r^ 

a^B-26r^+ Ur^^Sdr^. 

Somit ist ''i = öc^'i ^''^o wird « = ^6 und 7" = 26* 

Ebenso folgt: 

5. Bei diesem Verfahren, das gemeinsame MaXs zweier Strecken zu 
bestimmen, ist sehr bald für unsere Sinne ein mefsbarer Kest nicht mehr 
wahrnehmbar. Aber es läfst sich beweisen, dafs in manchen Fällen, mag 
man das Verfahren auch noch so weit fortsetzen, gleichwohl stets ein Reat 
übrig bleibt, wenn dieser anch bald so klein ist, dafs er von uns nicht 
mehr gemessen werden kann. Ein solcher Fall tritt z. B. ein, wenn man 
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Verhältnisse und Abbildimg. 



§ 1. 



die Eckenlinie AG eines Quadrates ABCD durch dessen Seite AB messen 
soll: man trägt zu diesem Zwect auf ÄC die Strecke AX = AB ab 
und zieht XY ± AC; dann ist der Best XG = XY (da GXY ein gleich- 
geneigtes Dreiseit ist) und XY =' YB (als Berührende vom Punkte Y 
an den Kreis). Der Rest XG läfst sieh jetzt noch ein aweites Mal auf 
die Seite BC auftragen nach YX-^; dasselbe Verfahren lätet sich aber 
nun in dem A CXT mit dem zweiten Rest X^C=X^Y^=Y^X auf 
dem ersten XG wiederholen u. s. f. ohne Ende, da sich immer wieder 
gleichsch enkelige Dreiecke wie ABG und j, ^ 

GXY ergeben müssen. Es läfst sich also 
AB aaf AG einmal, der Rest XC auf BG 
oder AB zweimal, der Rest X^G auf dem 
vorhergehenden wieder zweimal u. s. f. ohne 
Ende abtragen. Hiernach gilt: Seite und 
EckmUnie eines QuMrates Itaben kein mefs- 
iares gememsames Mafs. 

(Zwei Strecken, welche ein gemeinsames 
Mafe haben, heifsen auch kommensurabel, 
zwei Strecken ohne solches inkommensurabel). 

6, Indem wir bei dieser Art des Auf- 
suchens des gröfsten gemeinsamen Mafses schon den 3,, 4. oder erst einen 
späteren Rest vernachlässigen, gelangen wir wie in 4. zu einer Reihe von 
Verhältniszahlen, die in wachsendem Grade YOn Genauigkeit das Ergebnis 
der Messung darstellen. 

Das Verhältnis zweier Strecken ohne gemeinsames Mafs läfst sich 
nur annähernd, jedoch bis zu jedem beliebigen Grad der Genauigkeit 
durch die Einheit und Bruchteile derselben ausdrücken (das Verhältnis ist 




■ational). 

Liegt das Verhältnis zwischen -^ u,nd 
5 Verhältnisses bis auf -^ genau. 

In dem Beispiel in 4 (I'ig- 3) ist: 
-?,+'i, i-2+J, i_2+.^^ 



■ + 1 



I giebt -j den Wer 



v-'+i 



T- 3 +---.- 



Dieses Verhältnis kann also durch einen Kettenbrueh 
werden. 

Im obigen Beispiel (Fig. 4) ist; 

AB ^ '^ BC XC~ ^ ~^ XC' X,0~ ^'T' X^'C 
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Verhältnisse und Abbildung. 



Daher ist das VerliäHiiis dureh den i 
inbrueli bestimmt; 



und die Zahlen, 
der Reihe liacli: 


welche a 


-^2 + ..., 
nnähei-ungsweise das VeiMltnis darstellen, sind 


1+ 2 = 1,0; 


'^'^ 




u. s. f. Setzen 


wir den i 


vahrea "Wert der Yerhältniszahl = x, so ist 









hieraus folgt v^ = 'i, 
also 

7. Es seien a, h, c beliebige Strecken; wird ihr Verhältnis za 
einer fest gewäblten Längeneinheit bestiamit, ao erhält man die Ver- 
hältniszahl en , --, - d. i. die bezüglichen Längenzahlen. Wir 
wollen diese der Kürze wegen in der Folge blos durch a, h, c be- 
zeichnen; dann können raifc diesen Zahlen alle Rechnungsarten durch- 
geföhrt werden. Das Zu- und Abzählen dieser Längenzahlen ent- 
spricht der im I. Teil behandelten Darstellung der Summen und 
Unterschiede von Strecken, Das Produkt zweier solchen Längen- 
zahlen wird der Kürze wegen einfach als Prodirkt der Strecken 
bezeichnet (es läfst sich geometrisch deuten als der Flächeninhalt 
eines Rechtecks, dessen Seiten die Längenzahlen darstellen — Tgl. 
L TeU § 47). 

8. Wenn a ^ a ■ b, also 

-- = (t, so ist auch 
va = vab = ccvb, somit: 

_ = ß = -^- ; 

d. h.: 

Das Verhältnis sueit^ Strecken ist gleirh ämi Verhältnis gleicher 
Vielfachen oJn mich efntbpredienäei Teile äf-) Stteclm 

§ i. Gleiche Verhältnisse 

I. "\^Lnn dii \ eihiltni'5 zweiei Streiken it und b ebenso grols 
ist wie da-, Verhältnis zweiei indeien Stieuken «^ und ö,, so giebt 
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8 Verhältnisse und Abbildung, § 3. 

die Gleiclisetzung beider Verhältnisse eine Verliältnisgieichving 
(Proportion): 

b^ \ 
oder 

(( : 6 = ffli : &i 

(lies: a 2.11 h wie Oj zu 6j). 
Die vier Glieder, welche die Verhältnisgleichung bilden, heifsen ihr 
erstes a, zweites h, drittes «^ und viertes fr^; das erste und vierte Glied 
heilsen auch die äufseren, das zweite und dritte die inneren Glieder; 
das erste und dritte Glied werden entsprechende (proportionale) 
Glieder genannt, ebenso daa zweite und vierte. 

Da das Verhältnis durch reine (unbenannte) Zahlen dargestellt 
wird, so kann auch das Verhältnis zweier Strecken dem Verhältnis 
zweier Flächen, zweier Winkel oder zweier Bögen gleich sein. 

2. Verhältnisgleichungen lassen sich nach einigen Regeln um- 
formen, auf welche hier des häufigen Gebrauchs wegen aufinerksam 
gemacht werden soll. 

Es sei 

a = c,h, a. = ab,, also 



Wenn man für die Strecken ihre Längenzahlen setzt und mit 
hb, vervielfacht, so folgt hieraus: 

d. h.: 11' 

In einer Verhältnisgleichung ist das Produkt der äufseren 
Glieder gleich dem Produkte der inneren. 

3. Umgekehrt kann die Gleichheit zweier Produkte als eine Ver- 
hältnisgleichung dargestellt werden: man hat nur aus dem einen Pro- 
dukt die äufseren, aus dem andern die inneren Gheder zu entnehmen. 
Aus der Gleichung a -bj ^ a^ -h ergeben sich hiemach folgende Ver- 
hältnisgleichungen: 

a:b = a, : ö^ I 6 : tf = 6^ t % I «[ : a ^ fij : ö I &^ ; & ^ a^: a 
a: a^ '^b : 6^ | 6 : ö^ = « : % j o, : d^ = ö ■.b\b^:a^^b : a. 

Hieraus ist ersichtlich: 

In einer Verhältnisgleichung lassen sich vertauschen a) die 

inneren Glieder , ß) die äufseren, y) die inneren mit den äufseren. 

4. Femer ergiebt sich 



"}kung Jccmn num je ein inneres iMtd ein 
l mit derselben Zahl vervielfadmi oder teilen. 
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S y. Verhältnisse und Abbildung. 9 

5. Weiter folgt, dals: 

-" + 1 = ^'- + 1 oder 

ff + 5 _ q' + fci 
6 l, ' 

Ebenso: 

a±b ^ a,±b, ^ 
a o, 

a) In einer VerhäUmsgldcfMmg verhält sich I , jj- s' jf derheidcn 
ersten GUeder su einem derselben, wie äie mtsprechenden Amdrücke des 
dritten mid vi^en Gliedes. 

Ferner folgt durcli Teilung der entsprechenden Gleiehungon 
a + b _ u,+b, 
« - ö «, - 6, ■ 

b) In einer Yerhälfnisgleichimg verhält sich die Swnrnc der lyeiden 
ersten Glieder m ih^-em Untersdneä, me die Summe des dritten imd viertm 
zu ihrem UntersiMed. 

6. Wenn mehrere Vert'ältiiisse einander gleich sind, 



wenn also 

so ist 

et -\- a, -\- a^ ^ a(h -\r i, -\- i^) 
und 

(t + a, + a^ " 1 . 

i + i, + t,. ~'~f ''■''■■ 

Bei mehrer&i yleiclten V'^}ialfms''pji i€>}ia(t ■'icfi die Summt aUet 
ersten Glieder sur Summe aUer mvetten, wie irgend ein erste-' zmn zu 
g^örigen zweiten 

7, Wenn diei Sfaecken a, h, c gegeben sind, und es soll zu 
ihnen in dieser ihrer Reihenfolge das vierte Glied x (die vierte Pro- 
portionale) gefunden werden, welches der Gleichung a:b == c:x ent- 
spricht, so ist das Verhältnis - und damit auch x = - ■ c bestimmt, d. h. : 

Durch drei Glieder einer Verhältnisgleiehung ist das vierte ein- 
mütig lesHmmt. 

8. Wenn in einer Verhältnisgleichung die beiden mittleren Glieder 
gleich grofs sind, so heifst sie eine stetige Verhältnisgleichung: 

a:x = x:h. 

Hierbei heifst x das Mittelglied oder das geometrische Mittel 

zu a und b (die mittlere geometrische Proportionale). Es ist dann: 

x^ = a-b, 

woraus folgt: 
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10 Verhältnisse und Abbildung. g 2. 3. 

In einer stetigen YerhMinisgMcJmng ist das m swei Gliedern ge- 
hörige Mittelglied eindeiiUg bestimmt 

9. Unter dem harmonischen Mittel zu zwei Strecken a und h 
versteht man eine Strecke x, welche der Gleichung entspricht: 
a — x a 3aö 11/1. 1\ ,, 

Das harrmnische Mittel eweier Streckm ist eindeutig besMmmi. 

Die Pythagoreer nannten (a — x) : {x — b) = a:h die harmo- 
nische Verhältnisgleichung, weil sich harmonisch klingende Töne 
ergeben, wenn von einer gespannten Saite solche Teile a, x, 6 schwingen, 
die jener Gleichung entsprechen [z. B. 1, -1, ^ als Prim, Quinte, Oktave 
oder 1, -^, 1^ als Prim, Terz, Qninte]. 

Anmerkung. Wird das arithmetische Mittel von a und ö durch Ä, 
das geometrische durch G, das harmonische durch H bezeichnet, so ist: 
A : G ^ G : H, und es ist leicht au zeigen, daTs Ä^ G > JI sein mufs. 

§ 3. Abbildniig in einer Ebene. 

1. Man erhält in einer Ebene von einer Zeichnung oder Vor- 
lage ein Bild (oder eine perapektive Projektion), indem man von 
einem Punkt 8 aus (Fig. 5, b u. d), dem Strahlpunkt (Projektions- 
centrum), Gerade (Strahlen, Projektionsstrahlen) durch die Vorlage 
hindurch zieht und zu jedem Punkt Ä der Vorlage auf seinem 
Strahl SÄ einen Punkt ala entsprechenden Bildpünkt A^ an- 
nimmt und zwar so, dals die Bilder der Punkte einer Geraden 
auch auf einer Geraden, dem Bild der ersteren, liegen. 

Das Bild einer Strecke AB ist dann die Strecke Ä^B^ zwischen 
den Bildpunkten; die Strecke und ihr Bild wird durch einen Zwei- 
strahl SAA,, SBB^ begrenzt. 

Das Sehen entspricht einer solchen Abbildung. — Beispiel: Abbil- 
dung der Gegenstände vor dem Fenster auf diesem durch Strahlung 
nach dem Auge; die malerische Darstellung; Schatten. 

Die Beziehungen zwischen Vorlage und Bild sind in der Geometrie 
derart wechselseitig, dafa diese Bezeichnungen vertauscht werden können. 

2, Wenn die beiden Zeichnungen die angegebene Lage haben, 
so heifst die eine bestrahlt von der andern [oder perspektiv 
zu ihrl: 

ABCpA,B,G,. 

(ABC bestrahlend A,B^C\ oder ABC bestrahlt von A^B^a^.) 

Wenn aber zwei Figuren in gegenseitige Bestrahlung gebracht 
werden können, so heilst jede ein Bild der anderen oder bestrahlbar 
von ihr [oder projektiv zu ihr]: 

ABC 7:. A^B^C^ 
{ABC ist Bild oder Vorlage von A^B^C^). 
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In 

Eine Figur heifst ein Bild von einer andern^ wenn ieide 
so gelegt werden können, dafs die Verbindungsgeraden je zweier 
entsprechenden Punkte heider Figuren alle durch einen Punkt 
gehen und dafs den Punkten einer jeden Geraden der einen 
Figur wieder die Punkte einer Geraden der andern entsprechen. 
In dieser Lage heißt die eine Figur bestrahlt von der andern. 

Die Bedingung, dafs das Bild einer Geraden wieder eine Gerade 
sein soll, ist der Abbildimg einer ebenen Figur in ihrer eigenen Ebene 
eigentümlich und fällt weg bei der Abbildung auf eine andere Fläche. 

3. Auch der Strahlpunkt 
selbst kann als Punkt der Vor- 
lage gelten; er ist aber dann 
zugleich sein eigenesBild. Wir 
bezeichnen die Strecken, welche 
Tom Strahlpunkt anagehen, als 
Strahlstrecken. 

D&r SirakVpwnlit entspricht 
sich selbst als Bild. Einer 
Strahlstrecke nach eimem FtmM 
entspricht die Sirahlstrecke 
JMÜCÄ dem äugehörigen Bild- 
punkt. 

Das Bild von SA ist SA^, 
das von SB ist SB-^^ und auch 
I\SAB)?SA^B^. 

4. Eine Figur kann von 

einem Strahlpunkt aus auf zwei wesentlich verschiedene Arten ab- 
gebildet werden: 

a) Wenn von zwei einander schneidenden Geraden der 
einen Figur Jede ihrem bestrahlten Bilde parallel ist (Fig. 5,b), 
AB\\ A^B^,BC\\ BiC„ so wird das Bild „der Vorlage ähnlich" (-) 
genannt: ABC -^ Aj^B^G^, und Bild und Vorlage heifaen in der be- 
strahlten Lage ähnlich liegend (oder perspektiv ähnlich): 
ABCV-a.A^B,C,; 
ASABp.ä.SA.B,. 

Der Strahlpunkt heifst in diesem Fall Ahnliehkeitspunkt, und die 
Geraden diirch ihn heilsen Ähnlichkeitsstrahlen. 

Zwei Figwren heifsen ähnlich, wenn zwei Strahlen eines 
Punktes der einen Figur gleichr- (oder gegen-Jgerichtet parallel 
gelegt werden können zu den entsprechenden Strahlen der andern 
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12 Verhältnisae und Abbildung. § 3. 

Figw und wenn dann zugleich die eine Figur als bestrahltes 
Bild der andern erscheint. In dieser Lage heifsen beide Figuren 
ähnlich liegende Figuren. 

In der That bringt man immer Vorlage und Bild in diese Lage, 
um sie auch nur dem Augenschein nach auf ihre Ähnlichkeit zu prüfen. 
Diese Art der Abbildung wird im ersten Abschnitt behandelt, 
b) Wenn Ton zwei einander schneidenden Geraden der 
einen Figur jede ihr bestrahltes Bild sehneidet, so wird durch 
die Schnitfcpuntte der Geraden mit ihren Bildern die Bildaxe 
(Projekbionsaxe) bestimmt (tJ^Fig. 5, d), und das Bild heifet ein 
solches mit einer Bildaxe (ein gieichliniges oder koUineares Bild). 
Die Bezeichnung ist hier für die Beziehung als Vorlage und Bild ein- 
fach ABC 7\ A^jß^C^ und für die Lage in gegenseitiger Bestrahlung 
ABC);,. A^B,C^. 

Diese zweite Ai't der Abbildung wird im zweiten Abschnitt be- 
handelt; sie geht in die ähnliche Abbildung über, wenn die Bildaxe 
in unendliche Entfernung hinausrückt. 

Unter den angegebenen Bedingungen erfolgt die Abbildung in der- 
selben Ebene ebenso wie die Abbildung von Figuren einer Ebene auf 
eine zweite Ebene; es sind hierbei gleichsam beide Ebenen in eine zu- 
sammengefallen, und die Unterscheidung der Teile beider Figuren kann 
in der Weise geschehen, dafs man von Punkten und Linien der ersten 
und der zweiten Ebene spricht. Die Übereinstimmung mit der Ab- 
bildung einer Ebene auf eine zweite wird im dritten Teil nachgewiesen 
werden. 

5. Als besonderer FaU der Abbildung läfst sich der auffassen, wenn 
die Bestrahlung nicht von einem Punkt ausgeht, sondern in parallelen 
G-era-den erfolgt. Aus der Ähnlichkeit wird dann die vollkommene 
Übereinstimmung gleicher und gleichgerichteter Figuren (Fig. 5, a), 
die schon im V. Kapitel des ersten Teiles behandelt wurde. Die Abbil- 
dung (Fig. 5, c), bei welcher die Strablon parallel sind, während die 
Gerade ihr Bild schneidet (verwandte oder affine Abbildung) soll hier 
nicht behandelt werden. 
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I. Abschnitt. 
Älinlielie Abbüdnng mit einfachen Verhältnissen. 

Erstes Kapitel. 

Verhältnisse von Strecken im Strahlenbüsehel mit Parallelen. 

§ 4. Der Zweistralil mit Parallelen. 

I. Im Zweistrahl mit zwei Parallelen verhalten sich die 
■s einen Strahles wie die gegenüberliegenden des 



:~^<: 




Wenn also AB \\ A^B^, 
so wird behauptet, daTs: 

SA : AA, = SB : BB, 
und 

SA: SA, ^ SB -.SB,. 

Haben SA und AA, ein 
gemeinsames Mafs, das aicii 

ä^mal auf SA und ymal auf AA^ abtragen läfst, so kann man durch 
die erhaltenen Teilpnnkte die Parallelen zu AB ziehen: dann wird 
auch SB^ in gleiche Teile geteilt (I, Teil § 13, ao), und es kommen 
deren a: auf SB und y Teile auf BB^, und es wird: 

SA : AA, = x:y = SB: BB,, 
SA: SA, ^ X : (x -\- y) ^ SB : SB,. 

Haben aber SÄ und AA, kein gemeinsames Mafs und wird AA, in 
y gleiche Teile geteilt, von welchen einer zwar mehr als 3:mal, aber 
weniger als (ir-|-l)mal aui SA enthalten sei, so kann man wieder durch 
die Teilpunkte die Parallelen zu AB ziehen; dann wird auch BS, in 
y Teile, SB in (x + l) Teile geteilt, welche ( — mit Ausnahme des 
letzten kleineren — ) von gleicher Gröfse sind. Nun liegt der Wert des 
Verhältnisses SA : AA, zwischen x : y und (a; -|- l) : y, und der Wert 
TOn SB'.BB, liegt zwischen denselben Gröfsen; demnach mufs -. -.- j. „ 
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14 I. Kap. Strahl enbiiscliel mit Parallelen, g i. 5. 

Heiner sein als ■ —_._=.. je m-örsor daher die Anzahl « der 

y y y ^ ■' 

Teile genorameu wird, um so kleiner wird der Unterscliied — beider Ver- 
hältnisse, und um so Ideiner wird auch das zuletzt übrig bleibende Teilchen; 
die Werte heider Verhältnisse stimmen also um so mehr überein, je ge- 
nauer sie bestimmt werden. Gerade dies entspricht aber dem BegrifE der 
Gleichheit irrationaler Zahlen; somit ist auch für den zweiten Fall die 
obige Behauptung erwiesen. 

2. Umgekehrt: Man nehme an, es seien die Strahlen SA uud 
8S eines ZweistraMs durch zwei Gerade A^ und A^'B-^ so geteilt, 
dafs verhältnisgleicbe Strecken in entsprechender Lage einander gegen- 
über liegen: SA: SA^ = SB: SB,. Dann muss A^B^^WAS sein, 
weil eben nach 1 nur die Parallele zu AB durch A^ das (eindeutig 
bestimmte) vierte Glied zu den drei ersten Gliedern dieser Verhältnis- 
gleichung abgrenzt. Also: 

Wenn swei Gerade auf einem Zweistrahl gegeniiberliegenäe 
Abschnitte von gleichem Verhältnis begrenzen, so sind sie parallel. 

3. Der in 1 bewiesene Satz läfst sieh auch auf das Verlmltaiia 
der parallelen Strecken anwenden, die der Zweistrahl begrenzt; man 
hat nur durch einen der Schnittpunkte, z. B. durch A, die Gerade 
AL II JS_B, zu ziehen. Dann ist LB^ = AB (I. Teü § 12, la); aus 
2 aber folgt: 

LB,:A,B, = SA:SA, 

AB :A,B,^SA:SA, 
also auch (1) 

AB :A^B^ = 8B:8B,. 

Dies heilst: 

Im Zweistrahl mit zwei Parallelen vei-halten sich die ParaUel- 
strecken wie die entsprechenden Strahlstrecken je eines Strahles. 

§ 5. Älinliche Dreiecke im Zweistrahl mit zwei Parallelen. 
Bedingungen der Ähnlichkeit der Dreiecke. 

1. Zwei Dreiecke heifsen ähnlich (§ 3,4), wenn sie so ge- 
legt werden können, dafs 2 Seiten des einen gleich- (oder gegen-) 
gerichtet sind zu 2 Seiten des andern und wenn dann zugleich das eine 
Dreieck als bestrahltes Bild des andern erscheint, d. b. wenn dann 
auch die Ecken paai-weise auf 3 Strahlen eines Punktes liegen. 

In dem Zweistrahl mit zwei Parallelen (Fig. 6) liegt das Dreieck 
SAB ähnlich zu SA^B^, da der Strablpunkt S und seine Strahlen 
sich selbst als Vorlage und Bild entsprechen (§ 3, 3) und die Seiten 
die eben genannte Lage haben. In eine solche Lage können aber 
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immer Dreiecke gebracht werden, wenn sie gewissen Bedingungen ent- 
sprechen, die denen der vollkommenen Übereinstimmung der Dreiecke 
(I. Teil § 23) verwandt sind. 

2kvei Dreiecke sind ahnlich, ivenn in ihnen übereinstimmen: 

a) zwei Winkelpaare, 

b) die Verhältnisse mveier Paare von Seiten und die G^-öfse 
ihrer Zwischemvinkel, 

c) die Verhältnisse der drei Seitenpaare, 

d) die Verhällmsse zweier Seitenpaare und je der Gegenwinkel des 
einen Faares, während der des andern beidemal spitg oder stumpf ist. 




zu a) In den Dreiecken ABC und Äj^B^C, sei -^A^^A^ und 
^B = B,. — Maolegt AA^B^C\ soin ABC, dafs ^^ auf ^ und die 
Richtung von A^^Bj auf AB fällt. Dann wird A^^C^ in die Ricbtui^ 
von AC fallen, weil ■^Ä^ = A ist, und es wird BjC^WSC, weil 
■^B^^ B ist. Somit liegen beide Dreiecke ähnlich im Zweistrahl mit 
A(Aj) als Strahlpunkt. 

Bub) Es sei ^,A = A^ -and AB: A,B^ = ACi A,C^. — Man 
legt das Dreieck A^B^ C^ so in ABC, dafa A^ auf A und die Richtung 
von A^B^ auf AB fallt. Die erste Annahme ergiebt dann, dafs die 
Riehtungen von AC und A^C-^^ zusammenfallen, und die zweite er- 
giebt, dafa B^G^ \\ BC iat (§ 4, 2), somit wie in a). 

zu c) Ea aei AB : A^B^ = AC : A^C^ = BC : B^G^. — Man 
legt /\A.iB^Ci 80 in ABC, dafs A^ auf A und die Richtung von 
A^B^ auf AB fällt. Würde dann (7, nicht auf den Sti-ahl AG fallen, 
so ergäbe sich durch BjX || BC ein Punkt X auf AG, so, dafs 

AB:A,B^ = AC:A^X 
wäre und dafs 

AB:A^B, = BC:B,X 

wäre; die erste dieser Verhältnisgleichungen, verglichen mit der ersten 
Annahme, giebt A^X^Aj^C^ (§2,7), und die zweite giebt ent 
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sprechend jBiX=^B^C^. Somit ist l\A^B^X'^ A^ß^C^, also muss 
X mit G^ zusammenfallen. 

ZM d) Ea sei -^A^A^ und AB : A^B, == BC: B^C^. — Man 
legt die Dreiecke auf einander so, dafs A^^ auf A fällt und die 
Richtung von A^B^ auf AB. Dann niufs C^ auf den Strahl AC 
fallen, weil ^A=^A^ ist. Es ist dann entweder B^^Cj || .5(7 und 
beide Dreiecke liegen ähnlich zu A(A^ als Strahlpunkt, oder man 
kann B^^X^ BC ziehen, ao dafs 

-^ Ä^XB^ = ACB und AB : A^B, =BCiB^X 

wird. Dies mit der zweiten Annahme verglichen einlebt B^X^^Bj^C^. 
Dann ist B^C^X ein gleichachenkliges Dreieck, in welchem die Winkel 
Aj^C^Bi und A^XB^ oder ACB sich zu zwei Rechten er^nzen, so 
dafs sie nicht beide spitz oder beide stumpf sein können. 

Bemerkung, Werden beide Dreiecke jeweils gleichwendig mit 
einem entsprechenden Seitenpaar an eine Gerade angelegt, so haben 
sie als Ä. -Punkt den Schnittpunkt dieser Geraden und der Verbindungs- 
geraden der beiden öegenecken, wie sieh ähnlich nachweisen läl'st. 
Die allgemeine Lage im Dreistrahl ist in § 12, i u. 2 angegeben. 

2. Für Dreiecke, in welchen die in 1 angegebenen Bedingungen 
erfiUlt sind, folgt aus den Sätzen vom Zweistrahl mit zwei Parallelen: 

In äfmlichen Dreiecken liegen gleichen Wmkelpaaren Seiten- 
die das gleiche Verhältnis haben. 



§ 6. Der StralilenbUschel mit »wei Parallelen und der Parallel- 
strahlenbttschel mit dem Zweistrahl. 

1. Wird ein Strahlenbüschel 8 von zwei Parallelen diirch- 
achnitten, so entstehen ähnlich liegende Punktreihen. Für 
beliebige entsprechende Strecken 
derselben gut: 

AB:A,B,= SB:SBi=^BC:B,C, 

= 6'D:CiA = --- 
oder 

AB:BC=A,B,:B^C^. 

Im Strahlenhüschel mi swei 
ParaUelen stehen die Abschnitte der 
einen ParaUeUn im selben VerMltnis wie die ähnlich 
andern. 

2. Umgekehrt: Es seien auf zwei Parallelen die Punkte A, B, C 
und A^, B„ Ci so angenommen, dafs AB : A^B^^ = BC : B^C^ ist. 
Schneiden aich nun A^A und B,B in ä, so ziehe man SC; dann 
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mufs diese Gerade auch durch (7, gehen, da sie nach 1 (las vierte 
Glied der obigen Verhältnisgleichung begrenzen muTs. 

Wenn zwei aneina/nder grenzende Strecken einer Geraden sicli tvie 
ewei solehe auf einer parallelen Geraden verhalten, so liegen die Grene- 
punMe paarweise auf drei Sirahlen eines Punktes. 

3. Als zweite Umkehrung von 1 folgt: 

Wenn ärä Strahlen eines PtmUes auf zwei Geraden entsprechende 
ÄbsckmUe von gleichem YerhäUnis hegremen, so sind die beiden Geraden 
parallel. 

Ks verhalte sich (Fig. 9) 

Wilre hier nicht ^jCj, sondern etwa A-^B^C^ |1 ABC, 
so wäre 

AB-.BC'^A^B^-.B^G^, 
somit ^j£j . jj^c^^ _4^5^ : -B3C2, 

also (nach § 4, a) i^i-Ba || G^^O^, was der Annahme -d,'" 
widerspricht, dafs B^B^B und C^C^C Strahlen eines ,.,.^'3 

Punktes sind. 

4. Wird ein Zweistrahl SC, SC^ von einem Parallelatrahlen- 
büschel AAi \\ SS,^ \\ CC^ durchschnitten, so verhält sich 

AB : A^B, = SB:SB,= BC:B^C„ AB:BC^ A,B, : B, C,. 
Im Zweisfrakl mit Pcurallelstraklenbüschel verhalten ^ y 

sich die Alschnitte des einen Strahls wie die gegetmber- 
Megenden des andern. 

5. Wie in § 4, 2 folgt umgekehrt: 
"H' mn im Zweiah aM mU drei ihn sehnetdmden Gej aden 

die AhsüiniMe det, emen Strahls steh wte die gegenuhet 
Überliegenden des andern zerhalten imd zwei de* G-maden 
parulhl sind so ist auch die dntfe paicühl m ihnen 





§ 7 Anwendimg zur Zeichnung ^on Strecken gleichen 
Verhältnisses nnd von Parallelen 

1. Aufgabe Zu dtet geg^enen Sttecken a, b c soll das iierte 
Gltcii de) Vtrhallni'-ykichutig '/etetehnet uetden, d h man soll eine 
Stietke j. suchen so dals 

ff h = r X 

a) Nach § 4, 1: In öinem Zweistrahl trägt man vom Scheitel 
aus auf dem einen Strahl das erste Glied, auf dem andern das zweite 
ab und verbindet deren Endpunkte. Von irgend einem Gi-enzpunkt des 
ersten Gliedes trägt man dann das dritte nach der einen oder andern 
Richtung des ersten Strahles ab und zieht durch den Endpunkt des 
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dritten Gliedes die Parallele zu jener Verbindungageradeii. Alsdann 
liegt das viei-te fragliche Glied dem dritten gegenüber. 




b) Nach § 4, 3: Auf dem einen Strahl eines Zweistrahls trägt 
man vom Scheitel ans das erste und zweite Glied an; das dritte Glied 
trägt man YOm Endpnnkt des ersten Gliedes so in den Zweistrahl 
ein, dafs sein Endpunkt auf dem zweiten Strahl liegt. Zu der so 
erhaltenen Geraden zieht man durch den Endpunkt des zweiten Gliedes 
die Parallele; dann stellt deren ebenfalls vom Zweisti'ahl I 
Strecke das viei^te Glied dar. 




^^^^^-^ 



c) Nach § (i, 1: Man tragt auf der einen tob zwei Parallelen 
von einem Punkt aus das erste und zweite Glied an auf der andei'en 



>'.; 



.--Ä 




Parallele das dritte Glied, verbindet die Endpunkte des ersten und 
dritten Gliedes und zieht durch den Schnittpunkt dieser Verbindungs- 
geraden den Strahl nach dem Endpunkt des zweiton Gliedes. Das 
vierte Glied liegt dann dem zweiten gegenüber. 
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d) Nadi § 6, 4 t Auf einer Geraden trägi man von einem Punkt 
aus das erste und zweite Glied ab und zieht durch deren Grenzpunkte 
drei Parallele. Das dritte ^_ j 

Glied trägt man in 

letztere so ein, dafs ea 

von denselben Parallelen 

wie das erste Glied be- 

gi-enzt wird. Auf glei- ' 

eher Geraden mit diesem "''" "' 

dritten Gliede wird dann das vierte Glied von den Parallelen des 

zweiten Gliedes begrenzt. 

In allen diesen Zeichnungen kann die Lage des zweiten und 
di-itten Gliedes vertauscht werden. 

e) Ohne Ziehen von Parallelen: Man bildet aus den beiden eisten 
Gliedern ein gleichschenkeliges Dreieck (Fig. I5a), trägt auf dessen 





Schenkeln vom Scheitel aus das dritte Glied ab und verbindet die 
Endpunkte; die erhaltene Strecke ist das vierte Glied. — Wenn nicht 
b < 2a, so kann auch nach Art von Fig. 15, b u. c gezeichnet werden. 
2. Aufgabe: Dwrch einen PuMist zu einer Geraden die Parallele 
£u stehen. Nach § 4, 2 ergiebt sich die Lösung mit Hilfe von Lineal 
und MaJsstab, nämlich durch Abtragen von zwei in gleichem Ver- 
hältnis stehenden Äbachnittpaaren. 

§ 8. Teilung einer Strecke in gegebenem Verhältnis. 

1. Von drei Punkten einer Reihe begrenzen irgend zwei eine 
Strecke AB, und der dritte, etwa C, teüt diese Strecke innen oder aufsen. 



Wir betrachten hierbei als Teile oder Abschnitte der Strecke erstens 
den Abschnitt vom Anfangspunkt A der Strecke bis zum Teilpunkt 
und zweitens den Abschnitt vom Teilpunkt C bis zum Endpunkt B 
der Strecke. Das Verhältnis des so bestimmten ersten Abschnittes 
zu dem zweiten j^ beifst das Teilverhältnis der Strecke AB 
durch den Punkt C. Es ist positiv bei innerem Teilpunkt, negativ 



y Google 



20 



r. Kap. Strahlüjibäsühi!l mit PiiriLllelen. 



bei äufserem, da im ersten Falle beide Abschnitte gleichgericlitet, 
im letzteren gegengerichtet genommen sind (I, Teil § 6, 6). 

2. Aufgabe: Es soll eine Strecke AB im Verhältnis zweier ge- 
gebenen Sirecken ^ : g (z.B. 7 : 3) geteüt werden, d. h.. es soll ein Punkt 
C so bestimmt werden, dafs AC : CB = p:q ist. 

a) Nach § 4, 1; Man zieht einen Strahl durch A, trägt auf ihm 
AX=2}, XY = q ab, zieht YB und hierzu die Parallele durch X, 




so giebt diese den Teilpuukt C. Man erhält den inneren Teilpunkt, 
wenn AX und XY in gleicher Richtung, den äulseren, sobald diese 
Strecken in entgegengesetzter Richtung abgeti-agen werden, 

b) Nach § 4, s: Man trägt auf zwei beliebigen Parallelen durch 
A und S die Strecken AX = j) imä BY = q ab, zieht XY, so giebt 




diese Verbindungsgerade den Teilpunkt C, iiud zwar den inneren, wenn 

AX und S F gegengerichtet, den äufseren, wenn sie gleichgerichtet. 

c) Nach § G, 1: Man trägt auf einer zu AB Parallelen XY^p, 

YZ =^ 3 ab, Terbindet A mit X, B mit Z und zieht vom Schnittpunkt 



S dieser Verbin dungageraden die Gerade nach Y, so bestimmt dieser 
den Teilpunkt C. 
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Zusatz. Soll eine Streclce im VerhMtnis gegebener Zahlen geteilt 
' zeichnet man zunäelist mit einer beliebigen Strecke als 
Mafseinieit die den Zahlen entsprechenden Strecken und verfährt 
dann wie eben gezeigt. 

3. Eine weitere Lösung der vorangehenden Aufgabe bietet der Satz: 



Die Halbierende eines 



Aufsei 



I WmMiS eines Dreiecks teilt die 



im Verhältnis der anliegenden Säten. 




Im Dreieck ^BG sei Gli eine Winkelhalbierende; ziehe ifX 1| GB., 
so ist ^ Z = ^CJi (in Fig. 20b: A^O'E) = 'RGB = GBX, somit 
C2:=6'£und^C:C-B=^C:CX=ABTB5(inFig.20b:— ^JS:i;5). 

Behufs Lösung der obigen Aufgabe 2 zeichnet man also aus 
p und q oder aus 2^ und 2g oder 3^ und Sg ein Dreieck ABG und 
halbiert den Winkel C. 

4. Einem nacJi Vmseichen wid Gröfse besUnunten Teilverhältnis 
einer Strecke entspricht ein einmger TeitpmiH. 

Denn ea sind dann die beiden fr^lichen Abschnitte AB, und BB 
nach Gröfse und Richtung bestimmt durch die Gleichungen: 

AB-\-BB = AB oder AB~BB = AB 
und 

AR : RB = v= dem Teilverhältnis. 

5. Wird eine Strecke AB durch einen Punkt Q innen und 
einen Punkt B aufsen so geteilt, 

dafs die Teilverhältaiisse absolut .ge- A ___ _ __.B . _ 

nonunen von gleicher Gröfse sind, Q, H 

wenn also Kg. si. 

QB~~ BB' 
so heifst die Strecke harmonisch geteilt. Die Teilpunkte Q und B 
heifsen (harmonisch) zugeordnete Punkto. 
Aus der Annahme folgt nämlich 

AB— Q B ^ AB 
QB — BB '~ BB' 
also ist QU das haiTiionisciie Mittel zu AS und BB (§ 2, g). 



y Google 



22 I. Kap. StrahlenbÜBchcl mit Parallelen. g 8, 

Die Grenzpnnkte der Strecke und ihre so tjestimmteii Teilpiiiikte 
beifsen vier harmonische Punkte. 
Aus der Annahme folgt auch, dfvfs 

9A — _9A 
AB BS' 

also sind auch A und B zugeordnete Punkte der Strecke QR. 

Die Sirecke smsdien swei angeordneten Teilpttnkten einer Strecke 
wird dv/rch die Grengpmikte der letzteren selbst Juirmomseh geteilt. 

6. Die gleiche innere und äufsere Teilung einer Strecke wird 
tJureh die Vereinigung der beiden in Fig. 17 bis 20 einzeln g^ebenen 
Zeichnungen ausgeführt. Wird z. B. in Fig, 18 q von B aus nach 
zwei gegengesetzten Seiten angetragen, so erhält man Q und B als 
zugeordnete Punkte. 

7. Es ei^eben sieh alle mögliehen Teilverhältnisse und Teilpunkte, 
wenn man (Fig. 22) bei unrenindertem zweiten Glied q = BY^ den Wert 
von p = AX von Null ab unbeschränkt wachsen läfst (in der ßiehtnng 




.ilXXiXj); dann gehen Q und B von A aus nach ^ 
Riehtungen, bis [für j> == g ^ AX^ oder J) : g ^ 1] der Punkt Q^ die 
Mitte der Strecke AB erreicht, wihrend B auf Y^X^ || AB in uuend- 
liehe Entfernung hinausgeröckt ist. Dies drückt man durch den Satz aus: 

Bern MittelpunM einer Strecke ist der tmenMck ferne Ptmkt sugeordnet. 

Wird p = AX^ > q, so fällt B auf die andere Seite, und Q^ imd 
üg nähern sieh dem B um so mehr, je gröfser p oder p : q wird. 

8. Da durch einen Teilpunkt das Teilveri^ltnis bestimmt ist, 
so ist es auch der zugeordnete Punkt: 

Zu einem Teil^nkt einer St/recke giebt es immer nur einen zvi- 
geordneten BmM. 

Wenn Q auf AB gegeben ist, so zieht man, um B zu erhalten, 
AX\\BY und durch Q die Gerade XQY, macht BY^ = SY und 
zieht Y^XB. Ebenso erhält man Q, wenn B gegeben ist. 

9. Die gleiche innere und äufsere Teilung einer Strecke ergiefet 
sich auch aus 3: Eine Dreiecksseite wird dwrch die Halbierenden der 
Winkel der beiden anderen Seiten harmonisch geteilt. 
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/^weites Kapitel. 

Verhältnisse von Streeten im Zweistrahl mit gewendet parallelen 
Geraden (im rechtwinkeligen Dreieck und im Kreis). 

§ 9. Verhältuisse im rechtwinkeligen Dreieclt. 

1. Wenn im Zweistrahl S die Geraden AB und Ä^B^ so liegen, 
dals die eine AB mit dem einen Strahl SA denselben Winkel bildet, 
wie die andre mit dem andern Strahl -^ SÄB'^ SAj^S^, so kommt 
SAjB^ durch Umwendnng um die Winlielhsdbierende des Zweistriihls 




in die Lage SXY, wobei nun XY\\ AB ist, da 
^ SXr= SÄ,B^ = SAB. 
Die Gerade A^B, heilst gewendet parallel (antiparallel) zu AB, 
und es ist A SABr^SA.B,. Daher verhält sich auch (§ 4, \): 

SA-.SB^SX-.SY-^ SA, : SB,, 
d. h. eine Strahlstrecke SA verhält sich zur gegenüberliegenden SB 
nicht wie eine weitere Strecke des ersten Strahls zur gegenüberliegenden, 
nicht wie SB, : SA,, sondern umgekehrt, wie SA, : SB,. Ebenso 
folgt AB : AiB, = SA : SA„ d. h. diese Strahlstrecken, SA und SA^, 
werden nicht einem einzigen Strahl entnommen (wie in § 4, 2). 

2. In einem rechtwinkeKgen Dreieck AGB werde die Höhe CO, 
gezogen; dann ist -^ ACB ^ jIC, C; wird also 
CC, lim die Winkelhalbierende von A umge- 
wendet, so wird es parallel zu CB, und es ist 
AC,C^AGB. Hieraus folgt : 

AC, : AG = AG : AB. 
Im rechtwinkeligen Dreieck ist eine Ka- 
thete das geometrische Mittel zwischen der Hypotenuse und ihrem 
(mgren^enden Abschnitt. (Vgl. I. Teil, § 44^ 7 a.) 

3. Femer ist (Fig. 24) AC, : G,C= AG: GB; weil aber ebenso 
im Zwcistrahl £ die Gerade GC, gewendet parallel zu AG ist, so ist: 

AC: CB=C,G: C,B, also AC^ : C,G = G,G:C,B. 
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Im rechtwinkeligen Dreieck ist die Höhe das 
Mittel zwischen den leiden Ahschiitfen der Hypotenuse. (Vgl. 
LTeü,§44,9a.) 

Ea folgt dies aucli daraus, daTa l\ AC^G ^ CC^B ist, da beide 
Dreiecke rechtwinkelig und -^ ÄCC, ^ It ~ BCC^ = -^^ B. 

4. Aus 2 folgt noch weiter: 

30" = AB, ■ AB 

und „ 

BC^^C,B-AB, 

somit 9 „ 

A& -\-B(f = {AC, + C,B) - AB = AB\ 

Im rechtwvnkdigen Dreieck ist die Quadratzalil der Hypo- 
tenuse gleich der Summe der Quadratzahlen der beiden Katheten. 
(Vgl. I Teü § 44, 8 a.) 

Anwendung findet dieser Satz, um aus zwei Seiten eines recht 
winkeligen Dreiecks die dritte zu berechnen, z. B. 



AÜ = VAB^ -B& = Y(ÄB + BC) -(AB — BC). 

Die weitere Behandlung der sich hieraus ergebenden Mars- 
beziehungen folgt in der zweiten Abteilung. 



§ 10. VepLältnisse anf dem Zweistrahl im Kreis. 

1. Da in einem Kreis jeder Umfangswinkel über einem Durch- 
messer ein Rechter ist, so lassen sich die in § 9,a und 3 angegebenen 
Sätze sofort auch auf den Kreis -übertragen. In diesem (Fig. 25) ist: 

a) AC,:Ä<J=AG:AB 
oder 

'Ä(f = AB-AC^. 
Im Ziveistrahl aus einer Sehne und einem 
Btirchmesser (von einem Punkt des Umfangs) ist 
die Seime das geometrische Mittel iswiscken dem 
Dv/rchmesser und dem ihr angrenzenden Abschnitt (der ! 
ist dvrch die Senkrechte vom Endpunkt der Sehne auf den Durchmesser). 

b) Ferner ist: 

AC^:C^C= C,G: G,B 
oder 

CC^' ^ AG^ ■ G,B. 
Eine Halhsehne ist das geometrische Mittel zwischen den 
Abschnitten des Durchmessers, der die Sehne halbiert 
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2. Im Zweistrahl SAB, SA^ B^ mit einem Kreis ist -^SAiÄ^SBB^^ 
(L Teil § 39,2 und § 29,4b), somit SAA^ gewendet ähnlieh gelegen 
zu SByB; daher gilt nun 
SA : SA, = SB, : SB 
oder 

SA-SB = SA, ■ SB,. 
Beim Ztveistrahl mit -ß=^ 
einem Kreis stehen die gegt 




oder: 



j Verhältnis, 
Beim Zweisträhl mit einem Kreis ist das Produkt der 
s einen Strahles gleich dem des andern. 

3. Umgekehrt: wenn bei einem Zweistrahl S auf dem einen 
Strahl zwei Punkte A, B und auf dem andern ebenfalls zwei, A,, B,, 
so liegen, dafs SA : SA, = SB, : SB, m mufs der durch AA,B 
gehende Kreis das bestimmte vierte zu SA, SA, und SB gehörende 
Verhältnisglied begrenzen, d. h. er mufs auch durch B gehen. 

Wenn leim Zweisirahl gwei gegenüherliegmde Streddstrecken im um- 
gekehrten Verhältnis stehen zu gwei andern gleidt- oder zwei gegen- 
gerichteten StraMstre(^cen, so liegen die vier En^unkte (kr Sfreck^i auf 
einem Kreis. 

4. Läfst man hierbei die eine Sehne unbeschränkt kleiner 
werden, so ei^ebt sieh sehliefslich eine 

Berührende, wobei ^SA,A = SBA^ ist 
(I, Teil § 29,4a). Daher istt 

SA : SA, = SA, : SB 
oder 

äZ/ = SA - SB. 
Beim Zweistrahl aus einer den Kreis 
berührenden tmd einer ihn schneidenden 
Geraden ist die Berührende d 
strecken des schneidenden Strahls. 

5. Aus der Eindeutigkeit des Mittelgliedes eines stetigen Ver- 
hältnisses folgt umgekehrt: 

Wenn hei einem Zweistrahl eine Strcüilstrecke des einen Stralds das 
geometrische Mittel zweier glei^gerickteten Strahlsirecken des andern 
Strahls ist, so heruhrt der erste StrcM den dv/rdi die ^ei Grenspunkte 
gelegten Kreis. 

6. Liegt ein Punkt im Abstand a von der Mitte eines Kreises, 
deren Halbmesser r ist so sind die beiden Abschnitte des Dureh- 




■ der Strahl- 
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mossers (r -\- a) und (»■ — a), letzteres, wenn der Punkt innen liegt, 
dagegen (a — f), wenn der Pnnkt aufsen liegt. 

Aus 2 folgt: 

Filr jeden Strahl von einein Fuitht nacüt einem Kreis Mi das Pro- 
diikt der heidm Straldsiret^en densdhem Wert 

(r -^ a) (r — d) ^ r^ — a^; 
dieser Wert heifst die Fotens des Punktes in Bezug auf den 
Kreis. Der Wert der Po- 
tenz ist gleich dem Unter- 
schied der Quadrate des Halb- 
messers und des Mittelpiinkts- 
abstandes jenes Punktes; liegt 
der Punkt innen, so ist die 
Potenz = r^ — ß^ == h^, d. i. 
gleich dem Quadrat der Halb ■■ 
sehne des Punktes; liegt der Punkt aulsen 
= r^ ^ ß^ ^ — (a^ — r^) = 

d. i. gleich dem negativen Quadrat der Berührenden vom Punkt nn 
den Kreis. 

Die Potenz des Punktes erhält also für einen Punkt aufeerhalb 
des Kreises das Zeichen — ; bei der Annäherung an den Kreis nähert 
sie sich der Zahl Null, wird auf dem Kreis selbst zu Null und wachst 
innerhalb des Kreises bis zum Mittelpunkt hin, wo sie ^ r^ wird. 

7, In Bezug auf zwei Kreise M und Jtf^, deren Halbmesser 
r und r,, sei die Potenz eines Punktos 
Z die gleiche. Dann ist: 

i^ = ;/ 
oder 

ZM"' — r' = ZW^^ — r/; 
ist nun ZT die Senkrechte von Z auf 
die Mittellinie beider Kreise, so ist 

(§9,*): „ __ 

ZM^=ZT^+'TM^ yjg, sy. 

ZW/ = ZT^ -f TM,% 
also ~tW -~r"-= YM\ ^ — »■/, d. h. T hat ebenfalls die 
Potenz filr beide Kreise. Dies kann aber nur für einen einzigen 
Punkt der Mittellinie gelten, da der Punkt eindeutig bestimmt 
ist durch 

TM=^M,M 




M.T^ 






TM, - TM'' = r,^ — r\ 
Irgend ein Punkt gleicher Potenzen für beide Kreise muls also auf 
der in T eiiichteten Senkrechten liegen, d. h.: 
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a) 7)er geometriscke Ort aller Pu/nkte, welche für zwei Kreise (nach 
Wert und Zeichen) iäiereinsUmmmäe Potenzen haben, ist eine Gerade 
imä swar die Senkrechte .in demjenigen FwnM der Mittellinie beider 
Kreise, der für diese die gleiche Potenz hat. 

Hieraus ergiebt sieh: 

b) Die FunMreike gleicher Fotmsen zweier Kreise (Fotensgerade) 
halbiert deren gemeinsame Berührenden; wenn die Kreise einander 
schneidest, geht sie durch die beiden Schnittpunkte; wenn die Kreise ein- 
ander berüfiren, ist sie t 



g 11. Auwendung zur Zeiclmniig des geometrischen Mittels und der 
berührenden Kreise zu Geraden und Punkten. 

1. Aufgabe: Ss soll zu zwei gegebenen Strecken a, und h deren 
geometrisches MiUel gezeichnet werden so dals a : x = x : b. 

a) Cfemäfe § 10, la beschreibt man um die gröläere von beiden 
Strecken als Durchmesser einen Halbkreis, trägt Yon einem Grena- 
punkt des Durchmessers aus auf diesem die kleinere Strecke ab und 
erachtet am Endpunkt dieses Abschnittes zu ihm die Senki-echte. 
Die Sehne, zu welcher dieser Abschnitt als angrenzender gehört, ist 
das gesuchte geometrische Mittel. 

b) Nach § 10, Ib trägt man die beiden Strecken aneinander auf 
einer Geraden ab, beschreibt um ihre Summe als Durchmesser einen 
Kreis und zieht die senkrechte Halbsehne in dem gemeinschaftlichen 
Grenzpunkt beider Strecken; diese ist das gesuchte geometrische Mittel. 

c) Nach § 10, 4 zeichnet man zum Unterschied beider Strecken 
i Krei 



is und zieht an diesen vom 
Grenzpunkt der gröfseren Strecke aus die 
'.sehe Mittel. 



n dem einen Grenzpunkt B 



als Sehne (oder Durehmesser) 

nicht gemeinsamen 

rührende; diese ist das gesuchte geometri 

3. a) Wird eine Strecke AB = a 
von einem Kreis berührt, dessen Halb- 
messer = -g- ist, so sind die Strahl- 
strecken der Geraden von A durch 
den Mittelpunkt = x und (a -\- x). 
Nun verhält sich 

AZ:AB=AB:ÄY 
oder 

AZ: YZ= YZ:AY. 

Eine Strecke AZ, die so geteilt 
ist, dafs der eine (gröfsere) Abschnitt TZ das geometrische Mittel 
zwischen der ganzen Strecke und dem andern Abschnitt A Y ist, keifst 
nach dem goldenen Schnitt geteilt. 
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j ergiebt diese Zeiehimiig 



Ist der groisere Äbsclinitt a gej 
die ganze Strecke AZ. 

b) Aufgabe: Es soll eine Strecke a naek dem goldenen Schnitt 
geteilt werden, also so geteilt werden, dafs a:x = x:{a — x). 

Man zieht (Fig. 30) mit dem Halbmesser -^ einen Kreis, der die 
Strecke a in einem Grenzpunkt berührt, zieht vom andern Grenzpunkt 
aus die Gerade nach der Mitte des Kreises und übertrs^ die ausser- 
halb des Kreises entstehende Strahlstrecke auf a. 

Denn nach § 10, 4 ist 

(a + at) : d = a : x; 



hieraus nach § 2, 5i 
und nach §2,3 
oder 



= (a^x) : X, 

X : (a — x) 
AB : AC = AG : CS. 
o) Aus der ersten Verhältnisgleichung in 2 h folgt (nach § 2, 5 a); 
(2« + :,) •.(,, + «)_{« + «),,,, 
Hiernach kann man auch zu dem gegebenen kleineren Abschnitt ZV= a 
den gröfseren AZ^{a--\-x) und die ganae Strecke AY={2a'\-x) finden, 
3, Aufgabe. .Es sind Kreise su seicknen, welche 
a) durch swei gegd>ene Punkte A und B gehen tmd eine geg^ene 



i PunM G gehen rnid swei gegebene Gerade 



Gerade c herühren; 

b) durch einen gegebem 
a und b herOlwen. 

Anleitung: a) Wenn die Verbindungsgerade AG die Gerade 
c in S schneidet, so ist der Berührungspunkt X auf c so gelegen, 
dafs SX das geometrische Mitt«! zwischen AS und SB ist. 




b) Da die zu ab gehörende Winkelhalbierende W Mittellinie für 
den fraglichen Kreis ist, so geht derselbe auch durch Q A C; hier- 
nach kommt die Aufgabe auf a) zurück. 

Weitere Aufgaben, auch zu Kreisen berührende Kreise zii zeichnen, 
sollen erst nach der Betrachtung des Kreises als Bild des Kreises (§ 13 u. 24) 
behandelt werden. 
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Drittes Kapitel. 

Äbnlictie Abbildung beliebiger Figuren. 

j 12. Ähiiliclie Abbildung geradliiiiger Figuren. 



1. Wenn die Ecken zweier Brei- 

ecke {ABC und Ä^JB^ C,) paarweise 

auf drei Sirahlen eines Fwnktes (S) 

liegen und Strahlsirecken von glor 

chem VerhäÜnis hbgrenzen, so mtd 

die Seiten der Dreiecke parallel. 

Aus SA : SA, 

= SB : SB, 

= SC : SC, 

folgt nämlich (uaeh 

§ 4, a) sofort 

ÄS II Ä,B„ 

BC \\BJJ,, 

CA II C,A,. 



3. Wenn von einem Sfcrahlpunkt 
aus zwei Strahlen AB und AC 



X. Wenn die Seiten zweier Brei- 
seite (aic und a^b^^c,) paarweise 
paraUel sind, so liegen die Ecken 
der I>reie<3ie paarweise auf drei 
Sirahlen eines Punktes. 



Wenn nämlich AA, 
und BB, einander 
in S schneiden und 
wenn SC die Gerade 
A,C, nicht in C,, 
sondern C^ treffen 
würde, so würde sich 
verhalten SB : SB^ 
= SA:SA^ = SC: 
SC^j daher wäre 
(§4,2) A0>1I-BC, 
woraus folgt, dals 
B,C, mit B,C„ Ca 
mit Cj zusammen 
fällt, 
einem Strahlpi\nkfc 




kte AB und ihre 



eines Punktes A abgebildet sind in 
zwei ihnen parallelen Geraden 



Ider Aj^B^ auf einer zu AB 
parallelen Geraden A,B, gegeben 
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§ 12. 



sind und es soll zu einem Punkt X 
Bild in ähnlieLer Lage ge- 
funden werden, so zieht man ent- 
spreebiend der eben dargelegten Be- 
ziehung A,X, 11 ÄX u. B,X^ II BX 
und erhält durch den Schnittpunkt 
Geraden den Punkt X^. 
Nach r folgt nämlich, dafs dann 
ich die Punkte X und Xj auf 
nem Strahl durch S liegen. 



j4,if^ und Aj^Oj und es soll nun 
irgend eine Gerade der ersten Figur • 
abgebildet werden, so wir« 
Gerade die Strahlen ÄS und AC i 
in zwei Puukten X und T schnei- 
den, deren Bilder X^ und Fj durch i 
die Strahlen SX und 8 Y auf den ( 
Geraden A^S^ und A^C^ erhalten ] 
werden. Dann verhält sieh aber t 
SX:SX^ = SÄiSA, = SY:SY„ . 
woraus nach 1 folgt, dafs auch 
X^ Yi II X Y. Unter der angenom- 
menen Bedingung der Abbildung, 
d. i. bei der ähnlichen Abbil-j 
düng (§ 3, 4a) ist also jede Gerade 
ihrem Bild parallel. | 

a) Wenn durch SbriMuny von eiizem Pmikt aus ein Büd derart 
entworfeil wird, dafs die Büder sweier sich sehneidenden Geraden diesen 
seihst paraMel sind, so ist jede Gerade ihrem Bild paraMel, 
oder: 

In ahnUek liegenden Figwen sind die i 



b) JEÜn BU einer Figur ähiüich Hegendes BUd in einer Ebene ist 
eindeutig besUmmt durch die Lage des SirahlpimMes (Ähnlichkeüsptmktes) 
und die Lage des Bildes eines einsigen Punktes (auf dessem Strahl). 

Indem wir im folgenden links die Bedingungen der ähnlichen 
Abbildung wiederholen, ergiebt sich die Gegenüberstellung der Sätze, 
die dazu dienen, weitere Funkte oder Gerade absnbilden: 

c) .Es entsprecfien einander i 
liegenden Figuren: 



a) ein Pwikt auf einer Geraden 
und der S(^niMpwnM seines SiraMes 
mit dem Büd der Geraden; 

ß) die Verbindungsgerade sweier 
Pimkte der Vorlage und die ihrer 
Bilder; heide Geraden sind 



a) eine Gerade dureh einen PunU 
und die parallele Gerade durch das 
Bild des Punktes; 

ß") der Schnittpunkt sweier Ge- 
raden der Vorlage tmd der ihrer 
Bilder; beide Pvmkte liegen atcf 
einem Ä.-Sir<äil. 

Wenn hierbei die Strahlstrecken nach einem Punkt A und seinem 
Bild Jlj in gleicher Richtung vom Strahlptinkt iS aus liegen (Fig. 34), 
so heifst dieser ein äufserer Ä, -Punkt imd die entsprechenden Rich- 
tungen heider Figuren ^IBund A^B^ sind gleichgerichtet parallel. 
Liegen die Strahlstreoken SA und SA^^ gegengerichtet (Fig. 35), so 
ist der A.-Punkt ein innerer und die entsprechenden Richtungen sind 
gegengeriehtet parallel. 
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3. a) Wenn auf die in 2 angegebene Weise zu einer Figur ABC. 
eine ähnlieli liegende J.i^jCi . . oder A^S^C^, .. (Fig. 36a) gezeiclmet 
wird, und wenn dann die Figuren aus dieser Lage heraus beliebig in 
die Ebene verlegt werden (Fig. 361)), so beifsen diese Figuren auch 
jetzt noch einander ähnlich (| 3, t); die GrÖfsen ihrer Strecken und 
Winkel bleiben dabei unverändert. - Da aber ähnliche Figuren stets 




in ähnliche Lage gebracht werden können, wobei alle entsprechend» 
Geraden parallel werden, so müssen die entsprechenden Winkel in 
beiden abereinstimmen. Aus der Aneinanderreihung der parallelen 
Strecken in Zweistrahlen mit je einem gemeinsamen Strahlstreckenpaar 
folgt femer noch die Gleichheit der Verhältnisse der entsprechenden 
Strecken (vgl. § 6, i). 

In iOtnlichen Figuren sind die entdeckenden Winkel ein- 
ander gleich, und die entsprechenden Seitenpao/re lutben das 
gleiche Verhältnis. 

b) Hieraus ergiebt sich die Möglichkeit, isu der Vorlebe das SiM 
mt n&iehnen oder Bit ergänzen, ohne dafs beide in ähnlicher Lage siwl 
Es entsprechen eirtander cds Vorlage mid Büd: 

'die Grenepiinkte von SiraJU- 
strecken auf diesen Schenkeln, die das 
gleidie Verhältnis wie swei eni^re- 
diende Strecken haben (Tgl.§5, ib); 



k) die Schenkel {, 
eher Winlcel an entsprechenden Schei- -. 
teln und Strahlen in beiden Figiwen t 
(Tgl.§6,ia), 

■y) gleichwmtdige Dreiecke, die mit gleit^em Sdtenverhiütnis <m ent- 
spreeh&tde Strecken (als Seiten) angelegt werden (vgl. § 5, i c). 

Zusatz. Hiernach entsprechen einander paarweise in ähnlichen 
Figuren die Eekenlinien, femer in ähnlichen Dreiecken die Winkel- 
haibierenden, die Höhen, ebenso alle Geraden, welche die Seiten in 
gleichem Verhältnis teilen, z. B. die Mittelhnien. 

4. Durch die Eindeutigkeit der in 3b gegebenen Bedingungen 
für die Zeichnung ähnlicher Figuren ist auch die Umkehrung von 3 a 



iiberei-itsUminender Ord- 
Slrecken auf den 
Figuren ähtüich, d. h. 



Wenn in swei Figuren gleidte Winliel 
nung auf einander folgen und ebeitsi 
Schenkeln der entsjjrechenden Wiidcel, 
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sie liegen auch ähnlieh, wenn die SUder von swei einander schneidenden 
Geraden diesen seihst parallel sind (§ 3, 4 a). 

Denn an zwei parallele, d. h. ähnlieli gelegte Strecken schlief sen 
aich die übrigen Strecken wegen der Übereinstimmung in den Winkeln 
und in den Seitenverhältnissen nach 3h in ähnlicher Lage an. 

6. Daraus, dafs die Übereinstimmung in den Winkeln und den 
Seitenverhältnissen zur Ähnlichkeit der Figuren genügt, folgt: 

a) Wenn swei Figwren einer dritten ähnlidh sind, so sind sie auch 
einander almlicli. 

Denn erstens stimmen sie in den gleichliegenden Winkeln Überein, 
und zweitens wenn das Streckenverhältnis der ersten Figur zur dritten 
^ fflj : % und wenn das der zweiten zur dritten = a^: a^ ist, so ist 
das Verhältnis sämtlicher entsprechenden Strecken der ersten und 
zweiten Figur = ts^ : tSj. 

Ist ög ^ %, so stimmen beide ersteren Figuren in Winkeln und 
Strecken vollkommen üherein, woraus folgt: 

b) Bas ähiüiche Büd einer Figur ist (nach Form und GrSfse) durch 
das Verhältnis zweier entsprechenden Strecken eindeutig bestimmt. 

6. In Bezug auf die Lage zweier zu einer dritten ähnlich Hegen- 
den Figuren ist noch auszusagen: 

Wenn swd ährdicke Figu/ren v<m einer dritten besü-ahlt sind, so 
sind sie es auch von einander. Dabei liegen die drei Ä.-Punkte auf 
einer Geraden, einer Ähnlichkeitsaxe, und zwar entweder drei äufsere 
Ä.-Fim'kte, oder swei innere und ein äufserer. 

Es seien {Fig.37)j4iBj,.d^.B2, Ä^B^ entsprechende Strecken der drei 
Figui-en. Wenn nun A^S^ (3. ä. A^B^ zu 8^ als A.-Punkt, und wenn 
A^B^ p. a. A^ß^ zu 8^ als A.-Punkt, so mufs auch A^B^ || ^^-^a ^^in, 
also ist -d^Bi p. ä. A^B^ zu 8^ als Ä.-Punkt. 



=i.ä 




Nun ziehe mi 
von A^B^ in X^, 



i die Gerade SjS^ und lasse sie von A^B^ in Xj, 
von A^B^ in X^ schneiden. Dann verhält sich 
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A,B, :B,X, =A.B,:B.X. 



und im Dreiatrahl S^ : 

A^B., : B,X^ = A.,Bs : B.,X^, 
aJao auch 

A^B^:B^X^ = A^B^:B^X^. 

Hiei-aus aber folgt (§ 6, s), dafs die drei Geraden A^A^, B^B^, X,X^ 
(oder S^Sjj) durch einen Punkt, nämlich durch Sg geben, d.h. die drei 
A.-Punkte S^S^S^ liegen auf einer Geraden. Sind alle drei Strecken 
A^B^, A^B^, AgB^ gleiclLgerichtet (Fig.37,a), so liegen die äuJseren 
Ä.-Puutte auf einer Geraden; ist eine Strecke A^B^ gegengerichtet 
parallel zu den beiden andern (Fig. 37, b), so gelten zwischen ihr und 
den andern die inneren Ä.-Punkte, für diese selbst der äuXsere. 



§ 13. Der Kreis als ähnliches BilA des Kreisea. 

1. Man ziehe in zwei Kreisen M, ilfj zwei parallele Halbmesser 
MA II M^A^. Schneidet dann die Gerade AA^ die Mittellinie JtfJM, 




in (S, so teilt S den Abstand der Mittelpunkte aufaen (Fig. 38, a u. b) 
oder innen (Fig. 38, c u. d), und zwar (§ 4, s) im Verhältnis der Halb- 

Benrlci u. Trentlein, Lehib. d. Eletu-dsometile. II. i.AuS. iE 
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messer, also M8 : M^8 ^ r : r^. Denselbeü Teilpunkfc giebt die Ver- 
bindungsgerade BB^ der Endpunkte jedes andern Paares paralleler 
Halbmesser MB\M^B^ (§8,4); somit liegen die Punkte beider 
Kreise paarweise ähnlicli zu S als Ä.-Punkt. Sind die Halbmesser 
gleichgericlitet, so ergiebt sieb ein aufserer Strahlpunkt, bei entgegen- 
gesetzter Richtung ein innerer. 

a) Zwei Kreise Uegen ahnlidt eu einem äußeren und su eitlem 
inneren A.-BiMikt; jeder von beiden teilt den Abstand der Mitte^yunhte 
im VerMitnis der Halbmesser. 

b) Die Endpmüite gleiclyerichtet paralleler Halhmess^ liegen auf einem 
äufser&n Ä.- Strahl, die Endpanfcte gegmgerichteier auf einem, inneren. 

Umgekehrt: 

c) Äufsere Ä,-Strahlen zweier Kreise treffen diese in den End- 
punkten gleichgericbtet paralleler Halbmesser, innere treffen sie in 
den Endpunkten gegengeriehtet paraUeier Halbmesser. Die Sehnen 
entsprechender Punktpaare AB und Aj^B^ sind parallel, ebenso die in 
entsprechenden Punkten Berührenden (§ 12, -2 a). 

3. Die Halbmesser zweier Ereise nach den Berührungspunkten 
einer gemeinsamen Berührenden sind parallel; also (l,b) folgt: 

a) Die gemeinsamen Berührendeti zweier Kreise sind für diese mich 
Ä.-Stra'klen, und ewar sind die äufseren Berührenden äufsere, die inneren 
innere Ä.-SiraJikn. 

Berühren die Kreise einander, so teilt ihr Berührungspunkt den 
Mittelpunktabstand im Verhältnis der Halbmesser, also (1, a) folgt: 

b) In zwei einander beriSirenden Kreisen ist der Bervihmngspmkt 
Ä.-Ftinist, und zwar aufserer bei einschliefsender Berührung, innerer hei 
aussdiliefsender. 

3. Aufgabe; Es ist ein Kreis mi zeichnen, welcher einett ge- 
gä>enen Kreis M i/n einem gegebenen BunH S berührt und durch einen 
zweiten Funkt B^ geht. Man zieht SB^ bis zum Schnitt B mit dem 
Kreis M; alsdann ist der _ 
fragliche Halbmesser durch 
B^ paraUel zu MB, da S 
ein A.-Punkt ist. 

4. Von drei Kreisen 
einer Ebene liegen zwei 
ähnlich zu dem dritten. 
Daher folgt aus § 12, 6 
(indem in Figur 37 J^B^, 
A^B^ und AgB^ drei pa- 
rallele Halbmesser dar- 
stellen mögen): 

Bei drei Kreisen liegen 
die drei ä/ufseren Ä.-Punkte auf einer Geraden, der äufseren Ä.-Axe^ 
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ebenso liegt cmch je ein äufserer Ä.-jPwnM mit den swei nicht ztigehörigen 
inneren auf einer Geraden, d. h. es bestehen auch drei innere Ä.-Axen 
(Satz von Monge). (Vgl. auch § 15,3.) 

5. Wenn zwei Kreise von einem dritten berührt werden, so folgt 
aus 4 in Verbindung mit 2b: 

Bei gleichartige Berührung zweier Kreise durch einen dritten liegen 
die BerOhrungspimkte cmf einem äufseren Ä.-Sü'ahl der beiden ersteren 
Kreise, iei imgleicharUger Berührung avf einem inneren, jedodh nicki 
entsprechend. 

6. Aufgabe: Us sollen zwei Kreise M und M-^ von einem dritten 
und zwar ersterer im einem Punkt Ä berührt werden. Man zieht MA 
und gleich- oder gegengeriehtet Jlij.4^|IJIf J.; dann schneidet die Gerade 
AA^ den Kreis iff, in dessen Berührungspunkt (vgl. I. Teil § 34, ßb). 

7. Auch wenn zwei Kreise M^ und M^ von einem dritten M recht- 
winkelig gesciinitten werden (Rodafs der Mittelpiinltt des einen der Schnitt- 



punkt zweier Berührenden des andern 




und Sg paarweise auf 

■4; M^A^B^ 

= ^li — M^A^B^ 

= B — MA,J3^ 

= Ji~ MB^A, 

= 2Ii ~ ^2^2^! 

= M^A^B^, 
alsöistJfj^lJJlfijl^, Wenn 
hierbei Sfj .dg gleichgerichtet 
mit M^Aj, so ist A^B^ ein 
äufserer, wenn M^a^ gegen- 
gerichtet zu Mj^ Ay , 



r A.-StrabJ. 



8. Nimmt i 



m nun sechs Punkte auf dem Umfang eines Kreises 
L diesem Kreis weitere Kreise zeichnen, die ihn recht- 
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winielig schneiden, nämlich einen durch 1 und 4, einen zweiten durch 
2 und 5, einen dritten dui-ch 3 und 6. Die heideu ersten geben A.-Strahlen 
12 und 45 mit dem Ä.-Punkt P, der zweite und dritte die Strahlen 
23 und 56 mit dem X.-Punkt Q, der dritte und erste Kreis die Strahlen 
34 und 61 mit dem Ä.-Punkt B. Je nach Lage der sechs Punkte 
sind dies drei äufeere Ä. -Punkte oder ein äulserer und zwei innere. Also: 

In einem Seknensedtseck liegen die drei Schnittpunkte der Gegenseiten 
in einer Geraden. (Satz von Pascal 1640.) 

Die Reihenfolge der Verbindung der sechs Punkte ist hierbei beliebig. 

§ 14. Anwendung der Ähnlichkeit zur Liisung von Anfgahen. 

1. Wenn in einer Zeichen aufgäbe nur Winkel und Verhältnisse von 
Strecken gegeben sind und aufserdem nur eine Strecke der zu zeichnenden 
Figur, so kann die Aufgabe dadurch gelöst werden, dafs man zunächst 
diese Strecke aufaer Betracht lätst und eine Figur zeichnet, welche den 
übrigen Stücken entspricht; hierbei kann irgend eine Strecke der Figur 
willkürlich gewählt werden. Die fragliche Figur ist dann dieser ähnlich 
zu zeichnen; deshalb trägt man die gegebene Strecke auf der ihr ent- 
sprechenden von einem Grenzpunkt aus an und nimmt diesen als Ä.-Punkt. 

Aufgaben: a) Es ist ein Dreieck zu zeichnen, von welchem 
Kwei Winkel gegeben sind und irgend eine Strecke wie eine Höhe, 
eine Winkelhalbierende, ein Seitenab schnitt, der Umfang u. s. w. — 
Man zeichnet zuerst ein Dreieck mit den gegebenen Winkeln und 
einer beliebigen Seite und dann ein (diesem Dreieck ähnliches Dreieck, 
dessen eine Seite sich zu dei ihr ent'iprech enden verhält, wie die ge- 
gebene Strecke zu der ihi entspi eckenden, 

b) Von einem Dreieck ist das Verhältnis p : q zweier Seiten, der 
eingeschlossene Winkel j und die (regen seite c gegeben. — Man 
zeichnet das Dreieck aus y,p, q und dann das ihm ähnliehe mit der 
bestimmten Seite c. 

c) In einen gegebenen Kreis ist ein Dreieck zu beschreiben, 
■welches einem gegebenen Dreieck ähnlieh ist. (Von einem Dreieck 
sind der Halbmesser des umbeschriebenen Ki'eises und die Winkel oder 
die Seitenverhältnisse gegeben.) — Man beschreibt um das gegebene 
Dreieck einen Kreis und zieht von dem Ahnlichkeitspunkt beider 
Kreise die Strahlen durch die Ecken des gegebenen Dreiecks nach 
dem Umfang des gegebenen Kreises. (Eine andere Lösung giebt die 
Überlegung, dafs der Mittelpunktswinkel das Doppelte des zugehörigen 
ümfangswinkels ist.) 

3. Soll in eine vorliegende Figur eine andere von gegebener Foi-m 
so eingezeichnet werden, dafs zwei bestimmte Punkte der letzteren auf 
zwei bestimmte Gerade der ersteren fallen und aufserdem noch weitere 
Punkte sich decken, so nimmt man den Schnittpunkt beider Geraden als 
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Ä, -Punkt, zeichnet eine der zweiten Figur ähnliche so ein, dats die be- 
treffenden Pimkte auf beide Gerade fallen; hierauf entwirft man von 
diesem Ä.-Punkt aus ein Büd dieser eingezeichneten Figur, das auch den 
weiteren Bedingungen der Aufgabe genügt. 

Aufgabe: a) In ein Dreieck ABC ist ein Quadrat zu zeichnen, 
so dafa die Ecken desselben auf den Seiten des Dreiecks liegen. — 
Man zeichnet zuersteiiiHilfsquadrati^M^/^.ffi, 
so dafs i, auf AB, K^ und J^ auf AC fällt; 
dann ist A der Ähnliebkeitspunkt für dieses 
und das gesuchte Quadrat, und der Strahl 
AMy ergiebt das Eck M auf SC, — Für 
dieselbe Lage von LMJK könnte auch B 
als Äinlichkeitspunkt gewählt und das Hilfs- 
quadrat über AC nach auJsen hin gezeichnet 
werden. 

b) Es ist ein Kreis zu zeichnen, welcher durch einen Punkt P 
geht und zwei gegebene Gerade a und ö berührt. — Man zeichnet 
einen Kreis M, welcher a und & berührt. Ein Strahl vom Schnitt- 
punkt S der beiden Geraden nach dem Pimkt P treffe jenen Kreis 
in i*[ und P^; jeder dieser Punkte kann dann als Bild von P auf- 
gefafst werden. Man zieht also die Halbmesser zu diesen Punkten 
und durch P Parallele zu letzteren; diese Parallelen schneiden die 
Winkelhalbierende w zu ah in den Mittelpunkten der gesuchten Kreise. 

c) Auf dieselbe Lösung führt die Aufgabe: Auf einer Geraden 
w ist ein Punkt zu bestimmen, der von einem gegebenen Punkt P 
und einer Geraden a den gleichen Abstand hat. 

d) Sollen die Abstände des fraglichen Punktes auf w von P 
und a in dem gegebenen Verhältnis p : q stehen , so trägt man die 
Strecke 'X.M= q senkrecht zu a in den Winkel aw und besehreibt 
von M den Kreis mit dem Halbmesser p; auf diesem Kreis bestimmt 
man das Bild P^ des Punktes P zum Schnittpunkt von aw als 
A.-Punkt u. s. f. 

Auf diese Weise werden die Schnittpunkte einer Geraden mit einem 
Kegelschnitt bestimmt, 

3. Manchmal verlangt die Lösung einer Aufgabe, dafs man durch 
einen Punkt S in eine gegebene Figur eine Gerade eintrage, von welcher 
die Figur eine Strecke begrenzt, deren Teil Verhältnis durch jenen Punkt 
ein bestimmtes + p : 3 ist. Man entwirft nun von dem Punkt S als 
ÄLnlichteitspunfct (und zwar als innerem für -\- p ■ Sz ^^^ äufaerem für 
— p •■ q) ein Bild zu dem Teil der vorliegenden Figur, auf welchem der 
eine Grenzpunkt der Strecke liegen soll, indem man das Verhältnis der 
Ähnlichke|tsstrahlen = p : q nimmt; alsdann schneidet diese HUfsfigur 
den Teil der gegebenen Figur, auf welchem der andere Grenzpunkt der 
Sti'ecke liegen soll, eben in diesem fraglichen Punkte, — Für den Fall, 
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dafs der gegebene Punkt Mittelpunkt der Strecke sein soll, wird die Hilfs- 
figur gegengesetzt zu der gegebenen gezeichnet. 
Aufgaben: a) Durch einenPilnktS(Fig.43) - 
ist eine Gerade zu ziehen, welche von zwei ge- 
gebenen Geraden a und h so begrenzt werden 
soll, dafs diese Strecke durch den Punkt S i 
einem gegebenen Verhältnis + 3 : ♦" geteilt 
wird. — Man trage SL = 2 (oder nq) nach 6 
ab und auf dieser Geraden 8L^ oder SL^ - 
(oder nr) und ziehe durch den Bndpunkt 
Li(I/^ dieser Strecke die Parallele zu ti, so 
trifft diese a im fraglichen Punkt X. 

b) Von einem Punkt S (Fig. 44) ist durch einen gegebenen Krei 
eine Gerade so zu ziehen, dafs ihre Sehne 
durch S im Verhältnis + jj : q geteilt wird. — 
Man bestimmt auf MS den Punkt M^ so, 
dafs JfjS : SM = J) : 2 und zeichnet als 
Bild zu äem Kreis M mit S als Ahnlichkeits- 
punkt den Kreis ilfj; dieser Kreis schneidet 
den gegebenen in den gesuchten Punkten X 
und Xi 

c) Es ibt ein Dieieck zu zeichnen, von 
welchem eine Seite a deren Gegenwinkel a 
und die fechweilmie m einer zweiten Seite 

gegeben ist — Man beschieibt um BC^ a (Fig. 45) einen Kreisbogei 

M, wekhei den Winkel a als Umfangswinkel fafst und um S den Krei 

mit ii\ als Halbmesser; dann , 

mufs noch die Strecke B^ A der 

fragliehen Seite CA zwischen 

b "d n Ke'sn durch CnVe 

hältn s — gete It w rden 

Man ze chn t dahe on 
ä 1 e n A P Til t a s ent 
wed da Ell des K e 
um J/ d s n Halb ne se 
CM = CM s unl halt 
so -B a £ de Kie un B 
— od na ehn t la 

B Id de Kl es B ä n M tt Ij kt B^ 

halten wiid und deas n Halb s =^ 2BB, 
dem Kre s um 1/ 





durch CB.^ = 2CB er- 
st, und erhält so A auf 
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II. Abschnitt. 

Zusammengesetzte Verhältnisse bei der Abbildung mit einer 
Bildaxe. 

Viertes Kapitel. 

Zusammengesetzte Verhältnisse im Zwei- und Dreistrahl mit zwei 
Geraden, im Dreieck mit Sohnittgerade und Eokstrahlen. 

§ 15. Der Zweistrahl mit Zweistrahl, das Dreiseit mit Geraden. 

1. Auf einem Zweistralil AßA^ werden durch eineu Strahl 
SAÄ^ die Strablatreeken AB und A^B begrenzt und durch einen 
anderen Strahl SXX, (innen oder aufaen, § 8) geteilt im Verhältnis 
AX-.XB und A,X,:X^B. Mit Hilfe der Geraden BC\\SXX^ 
ergiebt sich: 

AX : XB = AS : SC 
A.X, ■.X,B = A,S: S(J, 




-ß ^ 



a) Das Vethaltnis der Tnlvethaltnisse etnei Strecli (AB) und ihe 
Budes {A^B) mit ffemeinscanbti Eii^wnM iiml hldlich erU''preiJienden Teil 
pimkten {X und Xj) tist mtgegengeietä dem VerMItms m welchem det 
StrdklpwnM (S) die Stiecke det Anfanghpwikte (AA,) teilt 

Hierbei ist es gleich giltig, ob die Streckn AB und ihi Bill i^F 
beide innen (a) oder beide auluen (b) nder ob die eine innen und Iie 
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andere aufsen (o und d) geteilt wird, ebenso ob die entspreckenden Punkt- 
paare naeb, einerlei Eiclitung vom Strahlpunkt (a und b) oder beide nach 
entgegengesetzten Richtungen (c) liegen oder ob (d) ein Paar AAy in 
entgegengesetzter, das andere XXj^ in einerlei Richtung von S aus liegt. 
Wir können die Figur auch auffassen als ein Dreieck ABA^ 
mit einer Sclinittgeraden SXXj^, welche die Seiten AB, BAi, AiA 
der Reihe nach in X, Xj^, S teilt. Aus obiger Gleichung folgt nun: 



AX BX, A^^ 
XB' X^A,' SA ' 



-1: d.h.: 



b) Die Sdteii eines Dreiecks werden durch die SchniUpimläe einer 
geteilt, da{s das Produkt aus den drei nadi der Heike ge- 
nommenen TeHverMltnissen = — 1 ist. (Satz von Menelaos, 80 n. Ch.) 

2. Nehmen wir umgekehrt an, es seien aai AB, A^S und AA^ 
die drei Punkte X, X, und S s 



AX A^X, AS_ , -AX BX, A^_S ^ 

XB '• ~X, B SA^ " XB ' X,A,' SA ~ 



so liegen X und X^ auf der Geraden durch S. Denn würde SX 
die Gerade .il^B in ^ treifen, so wäre nach 1: 

A^X^ _ _ AX AS 
X^B '^ ~ Xb'SÄ, 

und dies nach der Annahme = -^j^ 1 h \, m ^s'^ mit X zusammen 
fallen (§ 8,4). 

a) Wenn das YerMltnis der TeilveiMJtnt'ise emet Shtcke und ihres 
Budes mt gememsamem Ihtdptenht für Hoet Tetlpunlfe etdgegengesetiit ist deni 
Verhältnis, m welkem die Strecke der Anfcmg^'unkte durch den Strahl 
pimkt geteilt mrd, so entspreeken sic/t die TeilpunMe Mdlich 

oder: 

b) Wenn die drei Seiten eines Dreiecks dutch drei Teilpunkte bo 
geteilt werden, dafs das Produkt aus den dreien narh der Beiht ge 
nommenen Teilverhältnissen ^ — 1 t!,t so hegen die diei Punkte auf 



Wenn zum Beispiel in Fig ^') die Halbmesser dei diei Kleine 



^TM", ~ ~ J^' S^M', ' 



M^S^ M,S, M^S , _ 
ä; jw, ■ S, itf/ S, M", " 

woraus sofort der Satz § 13, i folgt. 
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§ 15. IV. Kn,p. Zu Summen geaetzte S trecken vürtältraasü, 41 

4. Wenn Yon einem Pnnkt S ein Dreistrahl durch die Ecken 
eines Dreiecks ÄSC gelegt wird, so ergiebt sich für das Drpieck 
ASA^ mit der Schnittgoi-adeo 
CSC, nach Ib: 

AC, BC Ä^S _ __ , 

C^B' CA,' SÄ ~ 

vinimr AAA^C mii BS Bj^: 
1, 



A,B C£, AS 

BO" ' B,Ä ' SA, '' 




i durch Vervielfachung folgt: 

IC. BA, CB, _|_i j 1, . 

cTB Äc Sri '=''"' 

In unem Bnieck inleti die Geraden wn einem Punkt nach den 
Eilpn die Seiten so, daß das Prodtikt aus den drei nach der Beihe 
genommenen Teihethaltnf^seti ^ + 1 ist. (Satz von Oeva 1678.) 

5. Umgekehrt gilt 

Wenn in einetn Dreietk drei Punkte die Seiten so teilen, dafs 
das Prodtikt aus den drei nadt der Beihe genommenen TeÜverhäUnissen 
= + 1 ist bo iokneulen einander die Eckstrahlen dieser Punkte in 
einem eint-igen Punkt 

Denn wenn ^ ^ i" 1 = + ^ ^''^ ""^ ^-^^ ™^ '^^^ ^'""^ 
in S schneiden, während AS die Seite BC in A^ treffe, so wäre 

, . T, AC, BA, OB, , 1 , ^A BA^ a \. A 

nach4auch: ^■3^.^ = + l, also ;j-p=^, d. h. ^ 

muss auf ^4^ faUen {§ 8, 4). 
Ö. Hieraus folgt: 

a) Die drei Sehwefiinien eines Breiecks gehen durch einen Punkt, 
den Schiverpimkt. 

Denn hier ist jedes Teilverhältnis der Seiten = + 1- 

b) Die Halbierenden der Innenwinkel eines Dreiecks gehen durch 
einen Punkt, ä>enso die Halbierenden der Aufsenwinkel stoeier Ecken 
und des Innenwinkels der dritten Ecke. 

Denn nach § 8, 3 verhält sich hier: 
AC^:C,B^AC:CB, BA,:A^C=DA:AG, GB,:B,A= CB-.BA, 
wobei die Vervielfachung der rechts stehenden Verhältnisse den Wert 
+ 1 giebt. 

c) Die Höhen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt. 
Denn hier Liegen je zwei Höhen gewendet parallel im Zweistrah! 

ihrer Grundseiten, so dafs 

AC^:B,A = AC:AB, BA,:C,B= AB-.BC, CB,:A,C-^ BC-.AC, 

was durch Vervielfachung wieder -|- 1 giebt. 
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IV. Eap. Zusammengesetzte StreckenTerbältiiiase, § 15. 16. 



d) Die EckskaMen eüies Drdecits nach den Berührungspunkten, 
eines ein- oder anbeschrtehenen Kreises gehen durch einen Funkt. 

Dies folgt aus der Gleichlieit der bei<!en Berührenden von einem 
Pniitt an einen Ki'eis. 




§ 16. Drei Pnnkte einer Reihe und ^rei Strahleu eines Bilseliels 
mit ihrem Bild. 

1. In dor Folge nennen wir nicht allein ein durch Strahlung von 
einem Sti-ablpunkt S aus erhaltenes Büd einer Punktreihe AGB bestrahlt 
TonBeinerVorlage(perapektivzuihr)^i£iOi 

)^ABC, sondern auch die Punktreihe ABC 
selbst bestrahlt von dem Strahlenbttscbel aöc, 
ABO^ ahc. Gebilde, welche in solche Lage 
gebracht werden können, beifsen gegenseitig 
bestrablbar (projektiv) A^B^C^ A ^^0, 
ABC 7\ alc. 

2. Von emem Stralilenbüsc}tel mtd seinein 
bestiahUen Büä sehneiden einamder die ent- 
ip> eckenden StuMen cmf esMer Geraden. 

Es sei ahcpa^i^c^ Wenn sich 
in B schneiden, ao entspricht der Punkt A sieh 
splbst als Bild und ebenso B, daher nach §3,1 
auch die Gerade AL sich selbst. Somit ent- 
spnthtderVeibmdung&gejaden CS die Gerade CS^. 

Die Geiade dei Schnittpunkte entsprechender 
Geraden ist die Bildaxe (Projektionsase). 

3. Drei Punkte einer Reihe und drei Strahlen 
eines Buscheis Mnd stets gegenseitig besti-ahlbar. 
Um nimhi,h ABC und a&c in einander zu legen, 
kann man entweder die geteilte Strecke in dei 
tiagen odei letzteren an erstere anlegen. 

Im eistpn Fall bestimmt man au- 1 Im zweiten Fall beschreibt man 
nnhst ilip Hithtung der Strecke in- über AB und BC als Sehnen je 







. geteilten Winkel > 




dem man etwa auf dem Teilstrahl b 




11 Kreisbogen, welcher den Winkel 
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die geteilte Stietke Yom Scheitel nach 
SB^C^ abträgt und durch C, die 
CjCj; (I zieht, paiallel zu B^Cg ist 
dann die Strecke ^C in den Winkel 
ar einzutragen. — Die Zeichnung 
läfst sich m gleicher Weise auf den 
Gegenati ahlen ausführen, nicht aber 
m einem andeien Abstand oder einer 
andcrfn Eichtung, da gleichgeteilte 
Stiecken im DiPi^trahl parallel sind 
(§6,3) 

Ihet Parkte ABC mier 6-eraäen 
lassen sich stets in drei Gerade aic 
eines Ptmktes legen, jedoch nur in 
miei Lagen, für welche der StraM- 
pmikl MittelpunM ist. 

4. Drei Punkte A^B^G^ einer 
a weiten Geraden laasen sich dann 
in denselben Btlschel mit der ersten 
Punktreihe ABC legen. 

Srei JPutMe emer Geraden könnet 
stets als Büd dreier beliebigen Pmkte 
einer zweiten Geraden betrachtet wer- 
dmi; sie liegen gegemeifig bestrahlt, 
wenn ein Pimkt mit seinem Bild zu- 
smmnenfMIt. 

Denn wenn B auf B^ fällt, so 
erhält man als Strahlpunkt 'S den 
Schnittpunkt von AÄ^ und CC^. 



ab und bc fa&t (I, TeU, § 34, e); 
der Schnitt der Bögen ist dann Strahl- 
punkt. — Die Zeichnung läfst sieh in 
gleicher Weise auf der Gegenseite 
von ABC ausführen, so dafs dann 
AC Mittellinie der Figur wird, nicht 
aber in irgend einer anderen Weise, 
da der Schnittpunkt der Kreise auf 
jeder Seite eindeutig bestimmt ist. 



Drei Gerade abc eines Fimktes 
lassen sich stets am Ärei Pimltte ABC 
einer Geraden legen, jedo^ nur in 
zwei Lagen, für welche die Gerade 
Mittellinie ist. 

4'. Ein weiterer Dreistrahl a^b^Ci 
läfst sich dann an dieselben drei 
Punkte ABC der Geraden anlegen, 
wie der erste Dreistrahl abc. 

Brei Gerade durch einen Pmikt 
können stets als Bild dreier beliebiger 
Geraden eines zweiten Punktes be- 
traditet werden; sie liegen gegenseitig 
bestrahlt, wenn em Strahl auf sein 
Bild fäUt. 

Denn wenn b auf 6^ fällt, so er- 
hält man als Bildase s die Gerade 
durch die Schnittpunkte von aa^ 





Wenn A-^i-^i ^^s Bild von AXB ist und C der Schnittpunkt 
L' Geraden, so ist nach § 15, 1: 

AX _ A^X^ _ _ AS_ BX B,X^ __ __ BS_ 
XC ' X"C ~ SA,' XC '■ X,ü ~ ~SSl' 
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somit folgt dm-cli Teilung: 

AX Ä,X, _ ÄS _ BS 
Xb' X^B, SA^ ' SB^' 
Das Terhälinis der TeiherMIMisss einer ge- 
teüten Strecke {AB) mtd ihres Südes (j4^Bj) 
ist fär jedes ieHebiffe Paar etdspre(Aender Teil- 
pmMe (X wnd X-^ das glekSie imd zwar gleich 
rfa» Verhälinis der Teilverhälttdsse, mj welche 
der StrcihlpmiU (S) die Strecke der Änfamgs- 
ptwMe (-i-li) imd die der End/pwtJcte (BB^ teilt. 

Auch die Umkehrung des Satzes ergiebt sich wie 

6, Für die Zusammensetzung der Teil Verhältnisse i 
wie sie sich z. B. in § 15, 4 ergab, folgt aus 5: 

Bie drd Seiten eines Ih-eiecks werden dui'ck irgend drei Pimkte so 
geteilt, dafs das Prod'iM aus den drei nadt der 
Beihe genommenen Teiherhälimssm in jedem Bild 
der Ftgtir tmverändert bleibt. /\\\ 

Es ist namlieh nach 5: 

AS BS 



■ § 15, 3. 
n DreiBck, 



AX 


A,X, 


XB 


■X,B, 


BT 


j?, y, 


YC ■ 


■ Y,C, 


az 


c,z, 


ZA- 


■-z,ä; 



Bei der Voi-vielfachung fallen die Verhältnisse 
der rechten Seite heraus und es bleibt; 




Der Satü läfst 

?. Werden die Seiten 
einesDreieoks j45(7 von einem 
Kreis in drei Pujittp&aren ge- 
schnitten, so ist nach § 10,2: 

BA, ■ BA^ = C,B ■ C^B 
CB, CB^ ^A,C-A^G, 

woraus durch Vervielfachung 
folgt; 



AX 


BY 


GZ 


A, 


^, 


B,Y, 


C,Z, 


XB 


'Yd' 


'ZA 


"X 


-Bi 


' ^c," " 


-z,a: 


ich leicht ; 


luf irg 


end 


ein 


Vieleck 


erweitern. 




AC^ BA, CB, Af\ BÄ^ CB^ 
G'i B' Ä,Ö ' B.A' C,'B ' Ä7ü ' ^B71 
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§ 16. IV. Kiip, Zusammengeeetzte Streekenverliältnisse. 45 

a) DiP seds Sc/rnttpunkte et es Kre •>es n t dei Seiten ettes Dr eeks 
teilet diese di/b das FtoduU uas den loppdts Tlnliuf nad de 
Reihe getu» me t letJ e liltn bs i gle^ 1 st (''atz von i amnt ) 

Da sowohl das Prod kt aus den dre erste Verliititn saen als das 
der di-ei letzten für alle Bilde da selbe ble H s behalt ^u h dei ganze 
Ausdrnek fur alle Bildei des Kroises (Kegelschnitte) seinen Wert bei 
(§ 25, 9). 

8. Auch der Satz von Pascal (§ 13,8) folgt aus dem vorangehenden 
Verbindung mit dem des Menelaos (§ 15, a). Drei nicht auf- 



einander 



eiten des Sechsecks 6 1,23 und 4 5 bilden ein Drei- 




in welchem auf die drei a 
L Menelaos anwendbar ist; 



ideren Seiten als Schnittgeraden 



6B 



5S ■ 



= — 1. 



Die Vervielfachung dieser Gleichungen miteinander ergieht mit Eüeksicht 
auf 7; 

QC MA SB 

CM ' AS ' BQ ' 

woraus nach § 15, 2 folgt, dafs C, Ä, B 



■- — 1, 
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46 V, Kap. Harmonische Verhiiltnisse. § 17. 

Piinftcs Kapitel. 

Harmonische Punktreihen und Stralilenbüschel und ihre Bilder. 

§ 17. Harmonische Punktreihen und Strahlenbiischel. 

1. Für alle Punkte einer Geraden A^ QB, (Fig. 58) erhält man 
auf einer zweiten Geraden ein Bild AQU mit Ausnahme des Punktes 
jß^ auf dem Strahl SR^ \\ AB. Je mehr ein Punkt auf A^B, sieh 
dem Punkt R^ nähert, desto weiter rückt sein Bild auf AB hinaus 
und zwar bei der Annahening in der Richtung 
BJi^ i-üekfc das Bild in der Richtung AB ■ 
weiter hinaus, bei der Aunäherung an R^ von 
der entgegengesetzten Seite in der Richtung 
BA hinaus. Man nennt den Punkt B^, der 
durch den parallelen Strahl zu AB erhalten 
wird, den Fluchtpunkt zu AB oder das 
Bild des unendlich fernenPuuktesYon^S. 

3. Geht mau auf AB von A aus um gleiche Strecken weiter, 
AQ = QB, so werden die Bilder dieser Strecken gegen den Flucht- 
punkt hin immer kleiner, Ä^^Q"^ QB^. Es verhält sich nämlich: 

^ S, SB, SM, ~B, Ji, 
oder 

QB, ^ R,B,' 

Für irgend eine Parallele zu A^B^ gilt das gleiche (§ 6, i), also 
für alle Bilder von AQBB^, d. h.: 

Bas Büd einer Strecke wird durch das Bild ihres Mittelpm^tes 
imd dmch den, Fhickipunkt (das Bild des unendlich fernen Funktes) 
hmmonisdi, geteilt (§ 8, 5), 

Ebenso ergiebt sich umgekehrt aus der Annahme, Aeh A^^QB^E^ 
vier harmonische Punkte und AB \ SR^, dafs ^4^ ^ QB, d. h.: 

b) Fällt im Bild von vier harmonischm Punkten ein Pimkt in 
tmendliche Sntfemu/ng, so fällt das Büd des zugeordneten Ptmktes in 
die Mitte der Büder der beiden andern Punkte. 

3. Hiernach läfst sich die Aufgabe leicht lösen: Zu einem TeH- 
punU Q einer Strecke AB den sugeordneten Pmtkt R zu finden. Man 
zieht durch Ä oder B oder Q eine Gerade, auf welcher man nach 
einerlei Richtung oder nach den Gegenrichtungen zwei gleiche Strecken 
aufträgt. Dann kann man A und B entweder als die Bilder der 
Grenzpunkte dieser Doppelstrecke und zugleich Q als Bild des Mittel- 
punktes oder des unendhch fernen Punktes auffassen oder umgekehrt. 
Man erhält durch Verbindung der Punkte mit ihren Bildern den 
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Strahlenpunkt , von dem aus man auf die Gerade AB den noeh 
übrigen der vier Punkte abstrahlt. 

Folgende Figuren stellen einige solcher Lösungsai'ten dar. 




In Fig. 59, a ist z. B. nach § 15,1: 




BQ B,Q, BS 

~^Ä '■ Q,Ä SB, 


BS 

— lU > 



woraus für B,Q^ == Q^Ä folgt: 

AQ:QJi=~ ÄR-.BB. 

4. Vier Strahlen durch vier harmonische Punttö, wie (Fig. 58) 
aqhr durch Ä^QB^E^, nennt man vier harmonische Strahlen; 
dabei heiJsen (harmonisch) zugeordnet die Stahlen q und r, ebenso 
a vmd h (§ 8, ö). Legt man durch solche Strahlen eine Gerade 
ÄQB\\r, so wird AQ ^ QB (nach 2b), und jede weitere Gerade 
durch die Strahlen wird nun in harmonischen Punkten getroffen 
(nach 2 a). Daraus folgt: 

Jedes Bild von vier harmonischen Funhteit gieU wieder vier solche 
Punkte. 

5. Liegt nun in einem Strahlenbüschel aqbr, der durch vier 
harmonische Punkte AQBB geht (Fig. 60), eine aweite harmonische 
Punktreihe mit drei Punkten A^Q^B^ von 
AQB bestrahlt, so mufs auch der vierte 
Punkt iEj auf deinselben Strahl r mit B 
liegen, da jedenfalls das Bild von B der Q^ 
zugeordnete Punkt ist (nach 4) und es nur 
einen solchen Punkt giebt (§ 8, s). 

a) Wenn von zwei harm<mischen Punkt- 
reihen drei entsprechende Punktpa<we in einem 
StraJümbüsckel liegen, so liegt auch das vierte ^"^ '" 
Panktpaar auf einem Strahl. 

b) Wenn von ieid^i ein Pwnkt mit seinem Bild zusomnhiiftdU. ic 
liegen die andern paarweise in einem StraMerAüscheJ 
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§ 17. 




Fällt nämlich A auf Ä^, so bestimmt BS^ und QQ^ den Strahl- 
punkt S, von dem aus auch Ja, als Bild von M eraeheint. 

6. Hieraus folgt, dafe es zu aqb nur eineu Strahl r giebt, der 
dem Strahl q zugeordnet ist, da auf diesem Strahl alle vierte har- 
monische Punkte von beliebigen eingelegten Punktreihen' liegen. 

Zu einem Teüsirahl eüies Winl^ls giebt es nur einen Imrmonisch 
zugeordneten SiraM. 

7. Liegen zwei harmonische Büschel aqbr und a^gib^r^ so, dafs 
drei entsprechende Sti'ahlenpaare aa^, qqi 
und bh^ sich in drei Punkten ÄQB einer 
Geraden sehneiden, so miifs der zu Q zu- 
geordnete Punkt dieser Geraden auf r und r^ 
liegen, d. h. beide Geraden müssen sich in 
diesem Punkt der Geraden AB schneiden. 

a) Wenn von zwei harmonischen Strahlen- 
büscheln drd ent^rechende Shaklmpaare sich 
auf einer Geraden schneiden, so sdmdden auch 
die vierten Strafden sich auf dieser Geraden. 

b) Wei%n von beiden ein SlroMen^aar auf eine Gerade fällt, so 
sehneiden sich die andern paarweise auf einer Geraden. 

Fällt nämlich a auf Oj, so bestimmt der Schnittpunkt von hh^ 
und der von qq^ die Gerade, auf der auch r und r^ einander schneiden. 

8. Aus § 8,0 folgt: 

a) Im Schnitipunki zweier Geraden sind die beiden Winkelhalbieren- 
den dieser Geraden einander harmonisch zugeordnet. 

Umgekehrt: Wenn der Strahl qX.r ist, so ist dem im Winkel 
qr liegenden Strahl b nur ein Strahl a zugeordnet, für welchen 
■^aq = qb ist; also: 

b) Wenn swei hannonisch zugeordnete Strahlen senkredit m, einander 
sind, so ludhiert jeder derselben einen Wirüiel der beiden anderen Stralüen. 

9. Die Beziehimg der Abschnitte von hier harmonischen Punkten 
läfst sich noch in anderer Weise feststellen. (Vgl. auch § 2, p.) Es 
folgt nämlich aus AQ : QB = ARiBR, wenn JK" die Mitte von AB ist: 



AM+ Mg _ 
MB — MQ ~ 



AM-\- MB 
~MS — MB ' 



■^^- 



oder nach § 2, 5b, da AM = MB ist: 



oder 



'MRiAM 



AM-- 



= MQMB, d. h.: 

Bus Produkt der Abstände zweier ha/rmonisdi zugeordneten JPuiikte 
von dem Mittelpunkt der luirmonisch geteüten Strecke zst gleich dem 
Quadrat der ScUfte dieser St)-ecke, und umgekehrt: zuei "^o bi'^iimmte 
Punkte teilen die Strecke harmonisch. 
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Anmerkung. Aus dem Verhältnis dör Produkte der Äbscliniite e 
harmoniseh geteilten Strecke folgt: 

AQ ■ QB _ (MB + MQ) (MB — MQ) _ MB^ — MQ^ 
AB- Bit '~ (MB + MB] (MB — MB) ~ MB' — MB' 

" MB 
und da 



ist 1 



Das Verhältnis der Äistände der Teil^nkte einer harmonisch ge- 
teiltm Strecke von d&'en Mittelpunkt ist gMdi dem Quadrat des Teil- 
verhäHm^isses der Strecke zwischen den Teüptmkten dwch jeden der Grens- 
puj^te der gegebenen Strecke. 

§ 18. Harmonische Pnnktreihen nud StraMenbilschel im voUstäuAigen 
Vierseit und Viereck. 



(MB + MB) (MB - MB) 


MQ ■ MB- 


- MQ' I 


MB' — M^ 


• MB 1 


AQ 

Arn — 


QB 
SB' 


Mg /QAy 
ME \AR/ 


(sr.^ 



1. Vier Gerade aicd, von wel- 
chen keine drei durch denselben 
Punkt gehen und welche einander 
in sechs Punkten sehneiden: 
ah in Ä, bc in B, 
cd in C, da in D, 
ac m E,bd in F, 



r. Vier Punkte AJBCD, von 

welchen keine drei in derselben 

Geraden liegen und welche durch 

sechs Gerade verbunden sind: 

AS oder a, BC oder b, 

CT> oder c, DA oder d, 

AC oder e, BD oder f, 




büdeneinvoUatändigesVierseit. bilden ein vollständiges Vier- 

Dasselhe hat drei Paar Gegenecken eck. Dasselbe hat drei Paar Ge- 

AC,BD,UF. Die Verbin dungsge- genseiten ac, hd, ef. Die Durch- 

raden^jS^rderselbenheüsenNeben- schnittepunkte Q, S, H derselben 

seiten(Eekenlinienod.Di£^onalen). heifsen Nebenecken. 
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Das vollständige Vierseit enthält 1 Das vollständige Viereck enthält 
drei einfache Vieraeite: abcd, acdbA ärei einfache Vierecke: ABCB, 
adbc. (Fig. 65.) \äCDB, ÄDBC. (Fig. 66.) 




2'. Die drei Strahlen «sc von 
Q werden auf AD von den drei 
Strahlen esf von M geschnitten; 
daher muTs nach § 17, 7 b das zu s 
zugeordnete Strahlenpaar r und q 
sieh in einem Punkt von ^D treffen. 
Beide Strahlenpaare treffen aber 
auch auf BC in der Ordnung 
asc und fse zusammen; daher mnfe 
das vierte Strahlenpaar auch durch 
einen einzigen Punkt von BC gehn, 
also durch den Schnittpunkt von 
AB und BG. 

Der Winkel eines Nebenecks mies 
vollständigen Vierecke wird durch die 
StrcMen nach den andern Neben- 
ecken hdrmonisck geteilt 
ireisen, indem man die Figur auf- 
fafat als ein Dreieck ABC mit 1) den auf der Geraden r liegenden 
Schnittpunkten SEF und 2) den Eckstrahlen durch D (mit den 
Schnittpunkten BEI'') und hierauf § 15, 1,4 und 5 anwendet. 
Jeder dieser Sätze folgt auch unmittelbar aus dem andern. 
3. Hiermit ist ein Mittel gegeben, die folgenden Aufgaben mit 
dem Lineal allein zu lösen (vgl. § 17,3): 

a') Zu einem gegebenen Wi^ikel 
ac und Teilstrahl r den zugeordne- 
ten Si^ahl s SU zeichnen. 

Durch einen Punkt S auf r zieht 
man zwei Gerade b und ä und ver- 
bindet die Schnittpunkte derselben 
mit a und c untereinander. Der 



2. Die drei Punkte SCA auf q 
liegen von D aus bestrahlt mit 
SFE auf r; daher mufa nach 
§ 17, 5h das zu S zugeordnete Punkt- 
paar li und Q auf einem Strahl 
durch D liegen. Beide Punktreihen 
liegen auch von B aus bestrahlt 
in der Ordnung SEF und SCÄ; 
daher mufs das vierte Punktpaar 
Q und R auch auf einem Strahl 
durch B liegen, somit auf BD. 



Eine Nebenseite (der Aistand 
zweier Gegenecken) änes vollstän- 
digen Vierseits wird dwch die beiden 
andern harmonisch geleilt. 

Anders kann man ei-steres be 



a) Zu eimer gegebenen Sbr&^e A C 
und Teil^mikt R den mgeordneten 
Funkt 8 2U mchnen. 

Auf einer Geraden s durch R 
verbindet man zwei Punkte B und 
D sowohl mit ^ als C durch Ge- 
rade. Die Verbindungsgerade r der 
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Schnittpunkte dieser letzteren öe-l Schnittpunkt JJ dieser Verbindungs- 
raden geht dann durch den frag- geraden liegt dann auf dem frag- 
lichen Punkt. liehen Strahl. 



§ 19. Harmonische Pniikte und Strahlen im Kreis. 
(Viereck und Vierseit, Sechseck und Sechsseit im Kreis.) 

1. Beaehreibt man um eine Strecke AÄ^ als Durchmesser einen 
Kreia und wählt irgend zwei zu dessen Grenzpunkten harmonisch 
zugeordnete Punkte BB^, so nennt mau letztere harmonisch zuge- 
ordnete Pole des Kreises. 




Für die nach den vier harmonischen Punkten AB Aj^B^ ge- 
zogenen Strahlen eines Scheitele 8, der auf der Kreislinie liegt, ist 
nun SÄ XSA^; somit nach § 17,8b -^B^SA^ÄSB. 

Daher ist nach § 8, 3; 

SS : SB^ = BÄ : AB^. 

Umgekehrt; Nelimen wir an, irgend ein Punkt S der Ebene liege so 
dafs SB:8B^ = BA:ABj; dann ist SA die Winkelhalbierende au 
BSBj^, da nur ein Strahl von S die Strecke BB^ in dem Verhältnis der 
Seiten SB und SB-^ teilt. Der zu SA harmonische Strahl SA^ ist dann 
senkrecht zu SA, ^ASA^ ^ B; also liegt S auf dem Kreis um AÄ^. 

Der Ort der Punkte, deren Absfänäe von zwei gegebenen Pwnkfen ein 
lesUmmfes Verhältnis haben, ist die Kreislinie um die Strecke (äs Durch- 
messer, deren Grempvrikte die gegebene Strecke im sähen Verh^hüs har- 
monisch teilen (Kreis des Apollonius.) 

Anmeikung Ist das Verhältnis gleich 1, so tritt an die Stelle 
des Kreises die Mittel senkrechte au beiden Punkten. Diese ist somit als 
Grenze aufzufassen, welcher sich der Ereis mehr und mehr nähert, wenn 
der eine Grenzpunkt des Durohmessers in unendliche Entfernung hinausrückt. 

2. Ziehen wir durch B die beliebige Sehne iSÄ^, so sind im 
A SB^S^ die Geraden SA und S^A Winkelhalbierende; daher wird 
der Winkel SB^Si auch halbiert durch die Verbindungsgerade B^A 
(Pig.67,a) oder deren Senkrechte -B,B2 X Bj^ (Fig. 67, b) (§ 15,6b). 
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Es sind somit B■^S uikJ B^S^ harmonisch zugeordnete Strahlen des 
Winkels SB^S^^ und die Schnittpunkte derselben mit SS^ sind vier 
harmonische Punkte SBSj^B^. 

Wir nennen nun die Gerade B-^B^, welche in einem von zwei 
harmonisch zugeordneten Polen B und J^i auf deren Verbindungs- 
geraden senkrecht errichtet wird, die Polare des andern Pols B, 
letzteren Punkt B den Pol zu jener Senkrechten B^B^. Die ab- 
geleitete Beziehung läXst sich hiemach kurz ausdrücken; 

a) Die Sehnen aller Strahlen eines Punktes -werden durch diesen 
mzd durch dessen Polare ha/rmonisch geteilt; 

oder, da der einem Punkt harmonisch zugeordnete eindeutig be- 
stimmt ist: 

b) Der einem Teilpunki eiwer Sehne harmonisch zugeordnete Punld 
liegt auf der Polare des TeüjnmMes. 

3. Ist .B ein Punkt aufserhalb eines Kreises, SS, 
rühm ngss ebne, AA^ der Durchmesser auf 
der Mittellinie durch B, so ist 

^BSA = SA^A = AA,S, = ÄSSi, 

also sind SB, SB,, SA, SA^ vier har- 
monische Stralilen; hieraus folgt dann 
weiter, dafs B und B^ harmonisch zu- 
geordnete Pole sind, d, L: 

a) Die Polare eines Punktes aufser- j a') Der Pol > 
halb des Kreises ist seine Berührungs- der SchnittpunM der in ihren Orem- 
sehne. \ punkten Bmthrenden. 

Lassen wir Pol oder Polare sich der Kreislinie nahem, so folgt 
(vgl. §8,7): 

b) Die Polare eines Punktes der j b') Der Pol einer Berührenden des 
Kreislinie ist dessen Berührende. \ Kreises ist deren Berührungspunkt. 

Je näher dagegen Pol oder Polare gegen den Mittelpunkt rückt, 
desto weiter rücken deren zugeordnete Stücke hinaus. Da einem 
Punkt oder einer Geraden immer nur ein solches zugeordnetes Stück 
entspricht, so gebraucht man auch für den Mittelpunkt und irgend 
einen Durchmesser die folgende Redeweise: 

c) Der Pol eines Durchmessers ist 
der unendlich ferne Punkt der mm 
Durchmesser senkrechten Geraden. 

Alle zu dem Durchmesser senk- 
rechten Sehnen werden nämlich 
durch diesen halbiert; die zugeord- 
neten. Punkte sind also in unend- 
licher Entfernung in der zum Durch- 
messer senkrechten Richtung. 




■ SeÄwe ist 



c) Die Polare 
ist die tinendlidt ferne Gerade der 
Ebene. 

Alle Durehmesser werden näm- 
lich im Mittelpunkt halbiert; die 
zugeordneten Punkte sind somit in 
unendhcher Entfei-nung. 
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4. In dem Sebuenvierek AB CD (Fig. 69) wird am Nebeneck 
8 der Winkel der Gegenseiten SA und SB durch die Verbindungs- 
geraden SQ und SR mit den andern Nebenecken harmonisch geteilt 
(§ 18, a'); somit liegen auf den Sehnen AS und CD die zu Q zu- 
geordneten Punkte im Schnitt mit SR; daher ist BS Polare zu Q 
(2, b). Ebenso sind R nnd Q8, S und QR Pol und Polare. Also gilt: 

In jedem Sehn^iviereck ist ein Nebenech der Fol k 
geraden d^ beiden andern Nebenecken. 





Dies kann mit Rücksicht auf 3a benutzt werden, um die Be- 
rührungspunkte der von einem gegebenen Punkt Q aus gehenden 
Berührenden mit dem Lineal allein zu finden; man zieht QAB und 
QBC beliebig und zeichnet RS, oder (Fig. 70) man zieht noch eine 
dritte Gerade QXY und zeichnet RT. 

5. Sind AB und A^B^ „ , 6_ 

zwei Paare zugeordneter Pole, -^ 

so ist nach § 17, 9: 
M.A ■ MB = »■* = MA^ ■ MB,. 

a) Bas Produkt der Ab- 
stände zweier mtgeordneten Bote 
vom Mittelptmki ist v/meränder- 
lich, gleich dem Quadrai des HaJbinessers. 

Ist hierbei A ein beliebiger Punkt einer Geraden a, B, deren 
Pol, 80 dafs MA,B^ _i_a, so folgt aus 

MA ■ MB = MA, ■ MB^ 
oder aus 

MA : MAj = MB^ : MB, 
dafs A MA.,A'^ MBB^, somit auch -^ MBBy = R, BB, Polare zu A. 
Es geht also die Polare zu A diirch den Pol von «; der Pol zu « 
liegt auf der Polare zu A. 

b) B-ie Polare jedes Ptmktes einer j h") Der Pol jedes Strahles eines 
Geraden geht dwrch den Pol dieser \ Punktes liegt auf der Polare des 
Geraden. i Pimktes. 
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c) Der Schnit^unkt der Polaren 
stveier Ftmkte ist der Fol ihrer Ver- 



di) Die Folaren m den Punlctm 
einer Jteihe iÜden einen StrahletJ^ 
hüsckd, dessen Scheitel der Pol eu 
dem Träger der Punktreihe ist. 



c) Die Verbindtmgsgerade der 
Pole zweier Geraden ist Polare su 
deren SchniUjmnkt. 

d') Die Pole m den Strahlen 
eines Büschels bilden eine Punkt- 
reihe, deren Träger die Polare su 
dem Scheitel des Büschds ist 



In Verbindung mit 3 a heilst dies 



e) Wenn ein Punkt auf einer 
Geraden fortschreitet und dabei von 
ihm aus stets die Seruhrenden an 
einen Kreis gezogen werden, so dreht 
sich deren Beriihru/ngssehne um einen 
PunJct, den Pol jener Geraden. 

6. Diese Sätze begründen ein 
Punfctgebilden und Geradengebilden: 
beliebiger Kreis angenommen und zu 



)') TFewt sich eine Gerade um einen 
Punkt dreht witd dabei stets in ihren 
Schnitipiinlden miteinem KreisdieBe- 
rifhrenden gezogen w^den, so schreitet 
deren Schnittpunkt auf ein&- Geraden 
fort, der Polaren jenes Punktes. 
i oigentümliebe BeziehuDg zwischen 
Wird in der Ebene einer Figur ein 
jedem Punkt der Figur die Polare, 



Figi 
erstere. 



ihrer Geraden der Pol bestimmt, so entsteht die zur ersteren 
polare Figur; in gleicher Weise entsteht aus der letzteren die 



daTs 



ielseiti^ 



polare (oder reciproke) 
Figuren bezeichnet werden. Aus bekannten Eigenschaften der polaren 
Figur lassen sieh nun häufig gewisse Eigenschaften der ersteren Figur 
erweisen. Eine solche Eigenschaft ist nun zunächst die auf die Lage be- 
zügliche, dafs einander jeweils Punkte einer Geraden und Strahlen 
eines Büsehels 




7. So gehört zu dem Sehaeuviereck ABCI> (Fig. 73) als polare Figur 
das berührende Vierseit abcd; den sechs Seiten des ersteren %b^(;^(?^ejf^ 
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polar die sechs Ecken A^B^C^D^B^F^ des letzteren (3, a'); 
den Ncbenecken Q, E, S des ersteren müssen polar eatsprechen die Nehen- 
seiten (/i^jS^ des letzteren (5,e); diese müssen daher nach i znsanunen- 
fallen mit den Verbindungsgeraden der Nebenecken des Sehnenvierecks; 
m. a. W.: 

a) Von emem dMjf^ vier Pmihte des Kreises bestimmten Se/menvierech 
MMÄ berührenden Viersdt 

liegen je zwd Ifebeneclcen des ersteren 1 schneiden eimmd&r je zwei Neben- 
auf einer Webenseite des letzteren. seiten des letzteren in einem Nebenech 
I des ersteren. 
Damit ist auch der dem Satze 4 entsprechende gegeben: 

b) In jedem berüitrenden VierseU ist eine Nebenseite die Polare zum 
SeJtnitipm^t der anäem Nebenseitm. 




8. In 

§ 16, 8) der von 



i^'eise lüfst sich dem Satz 
.nchon (l. 



1 Paseal (§ 13, 8 und 



Bei jedem einem Kreis dn^eschrie- 
benen Sechsen^ liegen die drei ÄcAmW- 
pi^üile der G-egenseiten in einer Ge- 
raden (der Pascälsehen Geraden). 



Bd jedem dnen Kreis beriäirenden 
Sechsseit p^en die Veriindungsgeraden 
der Gegenecken durch einen Pmikt (den 
Briandionschen Punkt). 



i Ecken ÄBGDEF des berührenden Sechsseits entsprechen näm- 
lich polar die Seiten ahedef des zugehörigen Sehnensechsecks, den Ver- 
bindungsgeraden qrs der Gegenecken des Seciisseits die Schnittpunkte 
Q, B, S der Gegenseiten des Sechsecks. Da diese Punkte auf einer Ge- 
raden liegen, so müssen jene Geraden durch einen Punkt gehen, den Pol 
dieser Geraden. 
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Sechstes Kapitel. 
Abbildung beliebiger geradliniger Figuren, 

§ 20. Abbildung von Pnnktreihen nnd Strahl enbüscli ein. 

1. Wenn A^B^C^D, das Bild von ABGB ist, so können wir die 
Strecke AC als durch B und durch B geteilt ansehen und ebenso Ä^C^ 
geteilt durch B^^ und Dj^; dann ist nach § 16,5; 
AB A^B, _AS qS___Ap A,D^ 
BC '• ~B, C~ ~ SA~, ■ SCl ~ BÖ ■ 1)^0, 
oder 

AB^ AB _ A,B , A,B, .! ,5\t\ 

BG'' BC~ B^G~' B^C^ ■ 
Wir nennen ein solches Verhältnis zweier Ver- 
hältnisse eia Doppelverhältnis, 

Bas Boppel/verhälimis einer zweifadi geteüten " '^' '*' 

Strecke bleibt m jedem Bilä det Stiecke und ihrer Teil^aimMe imvercmdert*). 
3. Kehmen wir nmgekehrt a», Tier Punkte ABOB einer Reihe und 
vier Punkte A^^B^C^B^ emei zweitpn Beihe (die nicht mit ersterer in 
einem Büschel liegt) haben solche Abstände und Lage, dafs 
AB AB __ A^B^ A,B, 
Bt BO ~ £,0, ■ D,C, ■ 
Dann lassen sich ABC und A^B^C^ nach § 16,4 in einen 8ti*ahlen- 
biischel abc legen. Wäre dann in diesem Strahl enhüschel X das Bild von 

^ AB AB A,S, A,X . , A,X A^B. 
B, so musste ^ : ^ = ^ : ^ sein, also ^ = ^, woraus 

folgt, daTs X auf B^ ftlllfc (§ 8, 4). 

Wenn das Boppeh!erhäll^is einer zweifach gdeUten Sirecke überein- 
s<t«M»i mit dem emer cmdem zweifach geteilten Strecke, so ist die dne 
Strecke tmt ihren TeÜpmikten ein Bild der andern. Die PunJclreUien Uegen 
in einem Str^Menbüschel, wetm dies für drei Paare der FdU ist, a. B. wenn 
ein Punkt sem Bild deckt. 

3.Wenn2üeinerPunktreihe(Fig.75)| 3'. Wenn zu einem Strahlen husche 1 
j4BCi> ein sie bestrahlender BtlschelMjöjCiÄj eine von ihm bestrahlte 
«fccrfundaursorihmeinBild^^SiCjDijPuiiktreihe A^BiC^B-^ und ein Bild 

*) In einem Strahlonbfisehel c 
sprechende ftleichung für die Sinuf 

sinjab) _ sin(«d) sin{«.6.) fiinj«^^ 
dn{&c) ■ mtiidc] sin(ö,cj)-sin(^q)' 
wie sich aus dem Sinuasats ableiten läXfit. Hiernach können die folgenden 
Sätze von den Strahlenbüscheln unabhängig von denen der Punktreiben ab- 
geleitet werden. 
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gegeben sind, so kann auch das Bild 
in den Strahl enbüsehel gelegt werden; 
oder wenn ABCJ3 7\ abcd und 
ABCB A A^i^iAj so ist auch 
Ä^JB^C^I)^ 7\ abcd. 

Denn zunächst lä&t sich Äj^B^C^ 
auf a&c nach ^JSgCg legen (§16,4); 
der Punkt JJj auf d liegt dann so, 
dafs das Doppel Verhältnis von A^B^ 
C^D^ mit dem von ABCD überein- 
stimmt und somit auch mit dem von 
^i^^CiD^, woraus folgt, da^B^Ca 
Yollkomtnen mit A^B^C^ überein- 
stimmt, dafs auch Aj, D^ = A^ Dj ist 
(§ 8,4), d. h. dafs Z)j auf J)^ fällt. 
Es fUUt somit jeder weitere Punkt 
der Eeihe A^B^C^D^ auf den ent- 
sprechenden Strahl des Büschels abcd. 



ahcd gegeben sind, so kann auch das 
Bild durch die Punktreihe gelegt wer- 
den, oder wenn a^\ c^ d^^ 7\ -d, B^ C^ Di 
und %b^ej(?j TS abcd, so ist auch 
abcd A AiB^CiDi. 

Denn es läfet sich, wie neben an- 
gegeben, A^BiC^D, in ahcd nach 
A^B^C^D^ legen, somit auch umge- 
kehrt die ganze Figur SA^B^C^B^ 
durch A|B^(7ji)j. Es geht dann jeder 
wettere Strahl des Buscheis aicd 
durch den entsprechenden Punkt der 
Punktreihe AiB^CiD^. 



4. Wenn von einer Punktreihe 
ABCD zwei verschiedene Bilder 
AjBiCj^D^ und A^B^C^D^ gegeben 
sind, so ist auch das eine ein Bild 
des andern ; es lälst sich das eine 
A^B^CjD^ in einen Strahl enbüsehel 
«2 Ög Cg !?g des andern legen ; oder ; 
wenn A^B^C^D^ 7\ ABCD, A^B^ 
G^D^ A ABCD, A^B^C^D^ A «a&a 
Cg(7g, SO ist auch A^B^C^D^ A -^i^i 
CiJ>i A «sögCada. 

Denn nach 3 kann ABCD (als 
Bild von A^B^C^D^) in den Büschel 
a^b^e^d^ gelegt werden und dann 
nach demselben Satz auch A^B^CiDi 
(als Bild von ABCD) in dasselbe 
Büschel ag&gC^dg, 

5, Es ergiebt sich ebenso ei 
A^B^C^D^ A ihPiC^ä^ und wem 




4'. Wenn von einem Strahle n- 
büschel abid zwei Bilder ttj&jC^d^ 
und a2b2^2^h gegeben sind, so ist 
auch das eine ein Bild des andern; 
es Mst sich das eine a^biC^d^ durch 
eine Punktreihe A^B^ C^D^ des andern 
legen, odei wenn aJ&lC^d^ A abcd, 
a^\c^d^ A abcd, a^b^c^d^ A A^B^ 
Cai)^, so ist auch a^&jCitZ, A «s''g%rf2 
A A^B^C^D^. 

Denn nach 3' kann alicd (als Büd 
von a^h^c^d^ durch die Punktreihe 
Ä^B^^C^D^ gelegt werden und dann 
nach demselben Satz auch ay\c^di 
(als Bild von abcd) durch dieselbe 
Punktreihe A^B^C^D^. 
einfach, wenn A^B^C^D^ J\ a^h^c^^dj^, 
noch aufserdem (tibiC^dj^ A 'h^s'^2^2' 
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dafs dann auch Ä^Bj^Cj^Di^ J\ Ä^B^Ü^D^ ist, oder umgekehrt in den beiden 
letzten Eezieliungen. 

6. Alle diese Beziehungen der gegenseitig bestrahlten Punktreihen 
und Strahlenbüschel fassen wir in den Satz zusammen; 

a) Werm von PirnktreiAen oder Strahleribüsehdii irgend zwei von einer 
oder einem diittm iestrahlbar sind (oder von zwei andern, die gegenseiMg 
Ifestrahlhar sind), so sind sie es auch unter äch. Ein Bild des Bildes ist 
auch Büä der Vorlage. 

b) Sie Gebilde liegen gegmseitig hestrakli, wenn dies für drei Paare 
von Pmklen oder Str(Men der FaU ist (oder wenn ei/n Fwnki oder StraM 
sein Bild decM). 

Das letztere folgt aus § 16, 3, da durch drei Paare entsprechender 
Stücke das Ein- oder Hindurchlegen bestimmt ist. 



7. Mau kann hiernach alle mög- 
Uchen BUder einer PunktreÜe AB CD 
in ein einziges Strahlenbiischel alcd 
dieser Punktreihe legen. Nun sind 
für drei Punkte Ä^B^C^ 
auf den Strahlen aic nui 




7. Man kann hiemach alle mög- 
lichen Bilder eines Strahlenbüschels 
ah cd durch eine einzige Punktreihe 
AB CD dieses Büschels legen. Hun 
sind für drei Strahlen Oj Bj (\ eines 
Bildes durch die Punkte ABC nur 




möglich, die in Bezug auf den Strahl- 
punkt als Mittelpunkt gegengesetat 
liegen (§ 16,3). Daher ist durch 
den Strahl d eines weiteren Punktes 
I) auch für das Bild J)j^ dieses Punktes 
die Strecke OjZ)^ = C-^Dl nach 
Gröfse und Richtung eindeutig be- 
stimmt. 

a) Zw emer Pmiktreihe oder einem Strahlenbüschel ist das Büd m- 
deutig bestimmt, wewM m dreien der BwiMe oder Sti-dhlen drei beliebige 
andere als Bilder gewählt wurden. 

b) SUfmnen zwei Bilder einer Pm^ 1 b') Summen zwei Bilder emes 
re&e m Gröfse mid PichUmg zweier j StrtMenb&schels in Gröfse mid Pfeft- 



Big. 77. 

zwei Lagen möglich, die in Bezug 
auf die Gerade ABC als Mittellinie 
bilderseits gleich liegen {§ 1 6, a'). 
Daher ist durch den Punkt D eines 
weiteren Strahles d auch für das 
Bild rf[ dieses Strahles der Winkel 
c-^d^ = Cj'dj' nach Gröfse und Dreh- 
ungssinn eindeutig bestimmt. 
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Strecken von ärd entsprechenden Pimht- 1 tmgaimt eweier Ww^el von drei ent-. 
paaren wiere»«, | sprechenden Strahl&i^aarm überein, 

so stimmen die idden Büder voUhommm überein. 
För Punktreihen folgt dies schon aus 2. 

§ 21. Bilder von Pnnktpeilieii und StraLlen&üseheln anlserhall) 
der bestrahlten Lage. 

1. Aufgabe, .Es sind drei Pmikte oder Strahlen v/nd ihre Bilder 
4M nicht hesirahUer Lage gegeben; es soll zu einem beliebigen vierten das 
Bild hesHtnmt werden. 



Ist ABC 7\ A^B^Ci, so nimmt 
man auf der Verbindungsgeraden 
AÄ^ («) die Punkte S und ä^ als 
Strahlpunkte der Büschel abc p. 




Ist aöc^A %&!%, so zieht man 
dureh den Schnittpunkt aa^^ (.d) die 
Geraden r und r^ als Träger der 
Punktreihen ABC p. alc, AB^Cy 



ABC, Bj&iCi p. A^B^C^. Nun ist 
ahc p. Oibifi (§ 16,4'), und ihre 
Äse r^ ergiebt eine von ABC und 
.d^BiC^ bestrahlte Punktreihe JaSgCg, 
so dafs au einem Punkt S leicht D^ 
und dann Uj^ zu finden ist. 

2. Die Seheitel S und S^ können 
auch nach A^ und A (Pig.80) verlegt 
werden. Dann wird der Schnittpunkt 
(Ej F) beider Träger Yom Strahlpunkt 
A jjaeh E und vom StrahJpunkt ji^ 
nach F^ abgebildet; d. h. die Bild- 
axe B^C^ schneidet die Träger in 
den Punkten, die dem Strahlpnnkt 
Ej^ 2^ entsprechen. Die diesem Schnitt- 
punkt entsprechenden Punkte (E und 
E,) sind aber durch die Lage der 



^5^=^=^' 




\f. aj}^cy Nun ist ABC \^ AB^C^^ 
(§ 16,4), und dei &tiahliunkt \ 
ergiebt einen zu itbi und «^b^tj be- 
strahlt hegenden Büschel a^b^c,, so 
dafs zu einem Stiahl d leicht d^ und 
dann (?j zu finden lat 

3'. Die Tr6,ger / und »j können 
auch nach u^ unl a (Pig 81) veiltgt 
werden. Dann wird dje Terbindungs- 
gerade (fe^ der Scheitel SS^ vom 
Strahlpunkt iSg in f^ und e abgebildet; 
d, h. der Strahlpunkt S^ ist der 
Schnittpunkt der Bilder /^ und e, die 
dem Scheitel strahl entsprechen. Die 
diesem Scheitelstrahl entsprechenden 
Strahlen (e und f^ sind aber durch 
die Lage der drei Strahlenpaare 
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drei Punktpaare ASC und Ä^B^C\ 
eindeutig bestimrot (§ 20,7a). Die 
Bildaxe mufs daher aueh durch D 




und F^ gehen, wenn die Scheitel von 
A und jij nach B und S^ verlegt 
werden; somit liegt auch der Schnitt- 
punkt von Bj^C und BC^ auf dieser 
Geraden. 

Wmn man m eimer Pimk^eßte und 
ihrem nicht von ihr 'beskdhUm BUd 
einen Tiirüd A der einen Beihe mit 
einem nicht entspre^ienden Pmikt B^ 
der cmäern Beihe verbindet und ebenso 
deren Bilder Ä^B, so schneien evnr 
(mier beide Verimd/ungsgeraden auf 
der Geraden, weldte dwdt iMe Bilder 
des Schmttpu/iüsts idder Träger der 
PtmUreihen bestimmt ist. 

Die Punkte ABCA^^B^C^ bestim- 
men einen geschlossenen Geradenzug 
(Sechseck) ABj^CA^BC^A, dessen 
Ecken abwechselnd auf zwei Geraden 
liegen; in einem solchen schneiden 
sieh also die Gegenseiten in drei 
Punkten einer Geraden (Pascalsohes 



'. In der vorigen Aufgabe können 
auch, wenn durch entsprechende 



abc und Bj&^Cj eindeutig bestimmt 
(§ 20, 7 a). Wenn daher die Trager 
von a und a^ nach b und 6, verlegt 




werden, so mufs der Strahlpunkt 
doch wieder der Schnittpunkt von 
e und /j, d. h. 5^ sein; somit geht 
auch die Verbindungs gerade der 
Schnittpunkte Jij^c und cb^ durch 
diesen Punkt. 

Wenn man in einem StrcMmbüs^l 
ttnd seinem Bild in nitM heskvMter 
Lage den Sehmtl^tmkt eines SiraMes 
a des einen Büschels ^md eines nicht 
entspre^enden Strahles ö, des andern 
Büs<Aels verbindet tmt dem Sdinitt- 
pmikt ihrer Büder a^B, so geht diese 
Yerbind/imgsgerade durch den Sdtmtt- 
puftkt der Bilder des ScheUelstrahls 



Die Geraden abca^b^c^ bestimmen 
einen geschlossenen Geradenzug(Sechs- 
seit) abjCa^hc^a, dessen Seiten ab- 
wechselnd dui-ch zwei Punkte gehen; 
in einem solchen gehen also die Ver- 
bindungsgeraden der Gegenecken durch 
einen Punkt (Brianchonsohes Sechs- 
seit). 

3'. In der vorigen Aufgabe könnea 
wir auch, wenn von entsprechenden 
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Punktpaare die 
ÄA^, BB^, CC^ gelegt sind, die 
Schnittpunkte zweier deraelben mit 
der dritter, z. B. S und iSj , als Scheitel 
der beiden bestrahlenden Büschel an- 
nehmen: «öc p. ABC und a,b,c^ 
p. A^B^C^, so dafs nun die Ver- 



Strahleapaaren die Schnittpunite aa^, 
ööjj cc, bestimmt sind, die Ver- 
bindungsgeraden zweier derselben mit 
dem dritten, z. B. r und rj, als 
Träger der beiden bestrahlten Punkt- 
reihen annehmen: ABC p. ahe and 
Aj^B^Cj p. «i&iC^, so dafs nun der 




bindungsgerade von h b^ (B) mitcCj ((7j) 
sich als Axe x ergiebt. Dann wird 
das Bild des Punktes D erhalten, 
indem man den Schnittpunkt des 
Strahles SD und der Aie cc verbindet 
mit Sj^; Äj-Oj oder d^ giebt dann 1)^. 

Bezeichnen wiriJDj^ mit (ij, so ist 
a\rd^ric (SS,BI>ACi) ein Brian- 
chonsches Sechsseit. Wir folgern also : 

a) Die Träger einer BmMreihe imd 
ihres Bildes besUfnmm tmt vier Ver- 
bvnckmgsgeradm mtspreehender JPimkle 
em SechsseU, in welchem die Ver- 
hvnd/tmgsgeradfm. der Geg^ieckm durek 
einen Pimkt gäim (Bricmchonsches 



b) In einem Bricmchonschm Sedis- 
seit stellen die SchmUpii/fiMe von vier 
S^ten mit den beiden übrigen Seiien 
eine Pmiktreihe wtd JAr Bild dar. 



Schnittpunkt von BB^ (b) und CO^ (e) 
sich als Scheitel X ergiebt. Dann 
wird das Bild des Strahles d erhalten, 
indem man den Schnittpunkt rd oder 
D mit dem Strahlpunkt X verbindet; 
dieser Stralil giebt Dj^ auf r^ und 
dadurch S^^D^ oder d^. 

Bezeichnen wir dd^ mit 2)^, so ist 
A B^ SDg S^ C ein Pascalsches Sech seck. 
Wir folgern also: 

a') Die Scheitel eines SiraMen- 
JMsrJids imd seines Bildes iesüanmen 
mit mer Sdmittpv/nlden entspreckmder 
StraAlm em Sechseck, vn weUAem sidi 
die Q-egenseit^i in drei Pimkten einer 
Geraden schneiden (Pascdlsckes Sechs- 
eck), 
und umgekehrt folgt; 



)') In einem Pascalscken Sechseck 
stellen die Verhindmigsgeraden von vier 
Ecken mit dm beiden übrigen JEcken 
einen Sta-ahlenbüschel und sein Büd dm: 



4. Auch die Punkte und Berührenden des Kreises führen auf 
Strahlenhüschel und Punkti-eüien mit ihren Bildern. Nach I. Teil, % 29, i> 
Zus. a' können zwei Punkte der Kreislinie als Scheitel übereinstimmender 
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gleiehwendiger Strahlenbüsehel gcwätlt werden, deren entsprechende Strahlen 
einander auf der Kreislinie schneiden, übereinstimmende Strahlenbüsehel 
können aber natürlich als Vor- 
lage und Bild anfgefafst wer- 
den, — Wählen wir nun zwei 
Berührende g und g^ als Träger 
zweier Punktreihen, deren ent- 
sprechende Punkte AA^, JBB^ 
je auf einer Berührenden a, i 
des Kreises liegen und sind E 
und Fj^, A^, B^ . . . die Be- 
rührungspunkte von g, g^^ a, 
b, . . . , so ist der Strahlenbüschel 

E{Ä^B^..) 7\ F^{A^B^ . . ?); ferner ist E(A^B^ . ,) A MiAB .:), da 
ihre Strahlen paarweise aufeinander senkrecht, EA^ ,i- MA, also die 
Büschel übereinstimmend sind. Aus demselben Grund ist F^ {A^B^ ■ - •) A 
MiA^B^^ . .), somit schliefsüch auch M{AB . .) A MiA^Si . .) und hier- 
mit AB ... A A^i ■■■ 

Die Strahlm von zwei Pu'ttktm emes BieSctmittpwMesweierBerührendm 
Kreises nach beliebigen Punkten des- eines Kreises wM beliebigen andern 
selben, bilden zwei Strahlmbüschd, die Bei-ührenden desselben bilden zwd 
sich als Vorlage wnd Büd entsprechen. Pwnktr^en, die sicA als Vorlage und 
— Der Bereisenden Hnes 8<^eitels Bild entspreckm. — Dem Berühnmgs- 
entspricht der Sdieitel-stralil. pimM eines Trägers entspricht der 

SdimtlpwrM der beiden Träger. 
Aus diesen Sätzen folgen auch in Verbindung mit 3 a und a' die 
Sätze von Pascal und Briamchon als für den Kreis gültig. 



j 22. AbbildüBg geradliniger Pignren mit einer Bildaxe. 



1. Je swei Punkte auf drei 
Sirahlen eines Funktes {AÄ^, BB^, 
CCy) iesMmmen zwei Dreiecke {ABO 
imd A^B^ CJj deren Seiten einander 
paarweise auf einer Geraden schnei- 
den (ÄiS^Sg). 

Zum Beweis des ei'sten Satzes folgt nach dem Katz 
{§ 15, ib) flir 

A ABS mii der Gemden Ä,B,Ss: ^^^ ^^' 



1'. Je zwei Sfy-ahlen von drei 
Funkien einer Geraden (aa^, 66,, 
cc^) bestimmen swei Dreiseite (ahc 
und «löjC^), deren Bdcen paarweise 
auf drei Strahlen eines Punktes (S) 
liegen. 

Mfsnolaoa 



ABCS 



B,C,S,: 



SA, 



BS. 
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37i = -i 

SB, , 


OS, 
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AA^ 
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Das Produkt dieser Gleichungen: 

AS, SS^ CS^ , 

ergiebfc nach der TJmbeliruiig des Satzes von MeuelaoK (§ 15, 2), dafs 
auf den Seiten des AABC 
die Punkl^ SjSaSg einer Ge- 
raden s angehören. 

Diese Gerade s heifst die 
Bildase. 

Der zweite Satz ergiebt 
sieb aus dem ersten: Die Ecken 
von ABS^B, und AASs.Ä^ 
liegen nämlich auf drei Strahlen 
von S3 (csCi) 80, dals dann 
(wenn S als Schnittpunkt von 
ÄA^ und BB^ aufgefafat wird) 
die Schnittpunkte CCjS der drei 




&^. 



oben bewiesen, auf einer Ge- 
raden liegen müssen, d. h. auch GC^ geht durch S. 

Die Sätze 1 und 1 lassen sich auch durch Anwendung der Sätze 
aber Pimktreihen uad Strahlenbüachel \ 

Wird nämlich die Gerade S^ S^ von 
den drei Strahlen nach ABC in 
X^ Xg Xg geschnitten , so wird von der 
Punktreihe SCX^^C^ ein Bild einerseits 
vom Strahlpunkt S^ nach SAX^A^ 
entworfen und andererseits vom Strahl- 
punkt S^ ein zweites Bild nachSiX^B^. 
Da beide Punktreiten den gemein- 
samen Punkt S haben, so liegen sie 
beide in einem Strahlenbüschel (§ 20, 
6h), SÄX^Aj^ V. SBX^B^; hieraus 
folgt, dafs AB, X^X^ und Ä^B^ 
durch einen Punkt gehen, d. h, dafs 
c Kud c^ sich ebenfalls auf S^S^ 
schneiden. 

2. Wenn zu einer Figur von 
einem Strahlpunkt S aus ein Bild 
entworfen werden soll der Art, 
dafs die Gerade a ihr Bild % in 
einem Punkt Sj, ebenso eine zweite 
Gerade b ihr Büd h^ in S^ sehneidet, 



Wenn nämlich von S^S^S^ nach 
S die Strahlen a^a^j^ gezogen werden, 
so wird von dem Büschel Sg (jCgCSCj) 
an der Ase SBX^B^ das Bild 
Sj^^x^asOj} entworfen und an der 
Axe SAX^A^ das BUd S^ia^hsb,). 
Da beide Bilder den Strahl s ge- 
meinsam haben, so liegen sie beide 
an einer Punktreihe oder Eüdaxe 
(§20,eb), Si(x^asai)\>.S^{x^l>sb^) 
an der Punktreihe SCX^C^, d. h C 
und Ci sind Punkte eines Strahles 
von S. 



3'. Sind dagegen von zwei Punk- 
ten A und J3 einer Geraden e die 
von 8 bestrahlten Bilder A^ und 
B^ auf der Geraden c^ gegeben und 
als Bildase eine Gerade s durch 
den Schnittpunkt 8g beider Geraden, 
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ao wird irgend eine beliebige Ge- 1 so wird eine durcb A gebende Ge- 
rade c der Vorlage die beiden Ge- 1 rade h abgebildet durcb eine Ge- 
raden a und J> in zwei Punkten rade von Ä^ nach dem Schnitt- 
B und A schneiden. Die Bilder punkt S^ von h und s, und ebenso 
dieser Punkte B^ und A^ ergeben die von B ausgebende Gerade a 
sieb dann durch die Strahlen SBJ5^, abgebildet durch die Gerade B^8^, 
SAA^^ auf «i und b^ und die wo S^ der Schnittpunkt von a und 
Verbinduugsgerade Bj^Ä^ oder c^ s ist. Dann werden aber die Schnitt- 
isfc das Bild von c. Jede beliebige punkte von ah(C) und aJ>^{G-^ 
Gerade e muls nun ihr Bild c^ nach 1' auf einem Strahl durch S, 
nach 1 auf der Geraden S^Sj demStrahlpunktvon^jd^undBBi, 
schneiden. liegen, d. h. 0^ ist Bild von C. 

a) Wenn von, einer Figur ein bestrahltes Bild der Art entworfen 
wird, dafs jede von swei einander schneidenden Geraden muih ihr Bild 
schneidet, so schneidet üherhav/pt jede Gerade ihr Bild, tmd ewair auf 
der Verhindwngsgeraden der beiden ersten Schnit^unkte, auf tfer Bild- 
axe (vgl. jedoch e). 

b) Ein Bild einer Figur ist bestimmt durch den StraUpimld, die 
Bildaxe und das BUd Hofs eines Punktes. 

Indem wir im folgenden links die Bedingungen der Abbildung 
wiederholen, ergiebt sieh die Gegenüberstellung der Sätze, die dazu 
dienen, weitere Funkte oder Geraden absubüden. 

c) Es etitspredwK einander als Vorlage und Bild: 



ß) ein Punkt ek 
der Schnittpunkt eines Strahles mit 
dem Bild der Geraden; 

ß) die Verbindtmgsgerade eweier 
Punkte der Vorlage imd die der 
Bilder der Punkte. Beide Gnaden 
schneiden einander auf der Bildaxe. 



a') eine Gerade d/arch eimen Punht 
v/nd die Verbindv/ngsgerade des Axert- 
schnit^unktes der Geraden mit dem 
Bild des Punktes; 

ß') der SchnitIpunM sweier Ge- 
raden der Vorlage und der von den 
Büdem der Geraden. Beide Schnitt- 
punkte liegen auf einem Strahl des 
StraMpitnktes (vgl. jedoch 4b). 



ebenso a/udt jeder ihrer 



d) Es entspricht sich selbst 
der StraJtlpunki, ebenso auch jeder < 
seiner Stahlen. Einer Sirahlstrecke Punkte, 
nach einem Funkt entspricht die 
Sirahlstrecke nach dem Büd des 
Punktes. (§ 3, 3.) 

e) Das Bild einer Fa/rallelen mr Bildaxe ist ebenfalls parallel 
SU ihr. 

Hätte nämlich das Bild der Geraden einen Schnittpunkt mit der 
Ase, so müfste auch die Gerade selbst durch diesen Punkt gehen. 



y Google 



atz. 



VI. Kap. Abbildung geradliniger Figuren. 
Als besondere Fälle von 1 und l' w 



65 
sicli die 



a) Die durch einen Pimkt 
Eckstrdhlen eines Dreiecks scknt^en 
die Seiten des letzteren in drei JScken 
eines Dreiecks, dessen Seiten die des 
ersteren in drei Fmikt&i eimer Q-eradm 
scknMen. 



a') Die Schnittpimkte einer Geraden 
mit den Seiten eines Dreiseits besimnmen 
durch ihre Terbindimgsg^aden mi den 
E<^en des letzteren drei Seiten eines 
Dreiecks, dessm. Ecken mit denen des 
ersterm tmf drei Strahlen eines Punktes 



3. Jedem Pnnkt einer Geraden a entspricht als Bild ein Punkt 
des Bildes der Geraden a^ ; nur für den Punkt Ä' auf, dem Strahl 
SA' 11 «1 ist auf a^ kein Punkt in endlicher Entfernung anzugeben, sondern 
nui aus usagen dais d'e Bilde der Punkte von « auf der Geraden «, 



nilhi 



erstere dem Punkte A' 
Id des unendlich fernen 



Isere Entfe n ng fallen, je 
rücken ( 17 ) Deshali he fst A' das 
Punkte on oder der Flucht- 

punkt z a auf a 

Ist eben o Ü le Fluchtpunkt zu 
&j auf l sind fe -ne C und C die 
Scb tti nkte de e aden^aa e b und 
«jö Af, nä Jig de Ase [unUe der- 
selben so stA645par ^0^0 
zu C als Ahnl clike tsj unkt Dahe ■ ist 
auch ( 12 a) A B' l Ba i d h der 
zwe te Flu htp nkt i 1 egt a f der 
Geialen velche dui h den ersten Fl ich t- 
punkt A ja allel zu Axe gezogen ist; 
daraus folgt 

aj De Fl Mp Ue e i llen Ge- 
raden eif e F%g l ege Süd mif v^e- so. 
dmer G-et alet de pa allel z Axe ist. 

D ese Gerade he fsfc de Fluehtgerade der andern Figur oder auch 
das P n der nendl h te nen Geraden der ersteren Figur, da ihr 
die Bilder der Geraden dieser Figur um so näher kommen, je weiter diese 
Geraden mit allen ihren Punkten (parallel zur Ase) binausrücken. 

Ebenso ergiebt sich die Fluchtgerade A^'D^", welche der Figur a^b^ 
angehört und die Fluchtpunkte zu den Geraden ah enthält. Weü dann 
A^A'SA,^' ein Parallelogramm, so ist leicht zu erkennen, dafs der Ab- 
stand des Punktes A^ von Al'B" der gleiche ist, wie der des Punktes 
S von AB; d. h: 

b) Der Abst<md zwischen einer Fluchtgeraden wnd der Axe ist gleich 
dem Abstand des StrahlpwMs von der andern Fkichtgeradm. 

4. Zu parallelen Geraden der einen Figur (Fig. 87) Cj || «^ gehört 
in der andern Figur nur ein Fluchtpunkt A', da SA' [| «^ || c, ; statt 
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„Fluchtpunkt zu einer Geraden" sagt man daher auch „Fhiuhtpunkt i. 
einer Richtung". 

s 




a) Parallele Gerade (Oiq) werdm cäs soldie (ac) abgebildet, die 
evncmder auf der Fluchtgeraden im Fliteklptmlit sAneidert. 

Umgekehrt: 

b) Die Büder zweier Geraden (bd), die emmcte' auf der Flucht- 
gerad&i (w B') schneiden, sind parallel (h^ \\ d^), 

nämlich parallel zu SB'. 

6. Wemi der Strahlpunkt S (Fig. 86), die Fluchtgeraiäe Ä'B' und 
ein Paar entsprechender Punkte C und C\ gegeben sind, so erhält man für 
pinp Gerade A' C das Bild indpm man durch C die Gerade C A, ]| SA' 
ht I h d b h tti kt ^ d & d A ( ä C A hält 
m dÄ A B \\ iB El llt hSltm w 

Ax 1 kt 4o dl Fl htg 1 i B' und Paa t i h d 

P fct ggb d 

D Bld ei Fgm t llstä lägl t t et j jl l 

P ht d BU d Fl Jtg ad td 

üe» &i }lp kt \ P ^t ?« -BW 

1 1 d St tli kt S (F g 87 1 d Ax d d Fl htg 1 

f\\ ggh h It m Grad i Bll dm m 

d h d Äs h ttr U d C d \\bA ht Z m 

C 3 & h It 1 Ell d m SB jf ht ä 1 1 

A h ttp 1-t & t B 1 d t 

bBthtewirBin mlltd V k Nb 

k 1 Fl tti U 1 U t d g V t ; rf (F g 87) 

K b t J. it 1 FI I tg 1 t 1 B Id P 11 1 gr mm 

l d B d diEklm dhlb b 

h w 1 § 17 d =5ät d § !'< A f d W 1 

sich Eigpuäthattpu einei Figur (z. B. Figur 8(J, 81, 82, 83J nachweisen, 

ladem man ein wlehes Bild von ihr ins Auge falst, in dem alle Strahlen 

von Punkten emei Geraden als Parallelstrahlen erscheinen. 
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g 23. VII. Kap. Abbildung des Kreises mit Bildase. 67 

Siebentes Kapitel. 

Abbildung des Kreises. 

§ 23. Der Ki'eis als Bild des Kreises mit Bildaxe. 

A. Zwei Kreise. 

1. Von dem Ähnlichkeitapunkt S zweier Kreise M und M^ 

treffe ein Strahl SÄÄ^ die Kreise in den beiden nicht ähnlich (sondern 

invers) liegenden Punkten A und A-^, während C das Bild zu A^ in 

der ähnlichen Abbildung sei; ebenso liege B^ bestrahlt von B, dar 




gegen D p. ü. B^^. Dann ist CD p. ä. AAi ^1^° ^^'^^ ^^ II A-^u 
und wegen der Gleichheit der Winkel CAB = ÜBE = A^B,S ist 
AB gewendet paraUel A^B^, somit SA:SB=^ SB, : SA^ {% 9, i); 
hieraus folgt (§ 10, :■(), dafs durch ABB^A^ ein Kreis gelegt werden 
kann. Deshalb ist auch LA^ ■ LB^ = LA ■ LB, wenn L der Schnitt- 
punkt von AB und A^B^ ist, d. b. L ist ein Punkt gleicher Potenz 
für die Kreise M. und M^; somit (§ 10, i) liegt er auf der Geraden 
LTJ-MM,, deren Pufspunkt T eindeutig dadurch bestimmt ist, dafa 
er für beide Ki-eise die gleiche Potenz hat. Es ist somit A^B^^ das 
Bild zu AB mit LT als Bildaxe, auf welcher sich die 
Geraden schneiden. 

a) Ein Kreis ist Bild eines Kreises su ein 
als S^ah^^iimht und sur Fotensgeraden heider Kreise als Büdaxe, wobei 
sidi seiche Pimkte eines SfraMes entsprechen, die nicht (Smlich (invers) 
liegeil. 

Rücken die Punkte B und B^ des zweiten Strahles SBB^ denen 
des ersten AA^ immer näher, so geht schlieislich die Sehne AB und 
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68 VII. Kap. Abbildung des Kreises mit Bildase. § 23. 

^ii?i in die Berührenden in Ä und A^ über; diese schneiden sich 
daher auch auf der Bildaxe. 

2. Die Geraden AB und ül> achneiden einander in P, ihre 
Bikler A^B^ und C^D^ in P^, so daXs sich diese Puntte als Vorlage 
und Bild entsprechen; sie hegen aber auch ähnlich auf einem Strahl 
von S als Schnittpunkte ähnlich liegender Geraden (§ 12,2aß'): 
Aj^B^ p. a. OBj C^Di p. q. AB; beide Punkte sind auch Punkte der 
Polaren zum Ähnlichbeitspunkt in beiden Kreisen (§ 19, 4) und da 
diese Ähnlichkeits-Polaren parallel zur Bildaxe sind, so ent- 
sprechen sie einander sowohl in der Abbildung mit Bildaxe, als in 
der ähnlichen Abbildung. 

Dafs die Bildaxe in der Mitte zwischen beiden Polaren liegt, 
ergiebt sich folgen der mafsen. 

Wählt man die beiden Strahlen SAA^ und SBB^ beiderseits 
gleichliegend zur MitteUinie SMM^, so ergeben sich als Schnitt- 
punkte P und Pj der 
Sehnen AB, CD und 
A,B,, C,J)^ die zu S zu- 
geordneten Pole (§ 19, 4) 

in beiden Kreisen. Da / /" / / 

SFP^ MitteUinie zu AD _ / ^, / j \ 

ist, so ist 
•^AP8^J)PS=B,1>,S j^ 

(A,B, \\ OB) 
oder 

P^PL = LP^P- 
also ist das Dreieck LPP^ 
ein gleichschenkeliges mit 
LT als Mittellinie. 

Bie Polaren des A.- 




anäer sowohl bei der ähnlichen Abbildung, als hei der mit t 
axe; diese ist die MiUdparaUele zu den A.- Polaren. 

Zusatz. In besonderen Fällen bestimmt sich die Bildaxe wie 
in § 9, 7b angegeben ist. 

3. Sind Pund P^ (Pig. 90) zugeordnete Pole zu dem Ähnliohkeitspunkt S 
zweier Kreise und Oj, und ist PL das Bild von J\i, wobei der Axenpunkt 
L auf der JMittelsenkrechten zu PP^ liegt, so erhält man den Flucht- 
punkt F^ auf P^L -m der Kichtung PL durch den Strahl SF^ || PL. 
Da nun -^ .F^SP = iPP^ = PPji ist, so ist auch SF^ = F^P^, 
d. h. die Pluchtgerade ^iCfi ist Mittelsenkrechte zu SP^. Also: 

a) Bei zwei Kreisen ist die einmi der Kreise mgehörige Fluditgerade 
Mitielsm^eekte mrn Ä.-PtmU und seinem sugeordmeten Pol in diesem Krms. 
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Es ist ffi der Mittelpunkt der Strecke SP^, die in Ä^ und S^ har- 
monisch geteilt ist; daher ist (§ 17, 9): 

d. i. = der Potena von (?j in Bezug auf den Kreis 0^. 




b) Das Qiiadrat des Abslandes des Ä.-Punktes von der Fluclitgm-aden 
ist gl^fCh der Potenz ihres Sekmtipimktes mit der' MUtdlima in Bezug auf 
den zugäiörigm Kreis. 

4. Ist Kl der dem Punkt Cf^ augeordnete Pol, so wird das Bild 
von ilfj in die Mitte von AB fallen, da hier von den vier harmonischen 
Punkten G^A^M-^S^ der erste im Bild in unendliche Entfernung ftlUt 
(§ 17, 2b). 

Der MUteipm^t des dnm Kruses ist das Bäd des Poles der Fhidit- 
geraden, die m dem andern geJiört. 

5. a) Hiemaeh läfst sieh die Aufgabe lösen, einen Kr ms so als Kreis 
abmbüden, dafs das Bild eines gegebenen Punktes inn^halb seiner Flädie 
Mittelpunkt des Bildes mrd. 

Ist Kreis 0, und Punkt M^ gegeben, so zeichnet man die Polare 
G, Fi dieses Punktes und bestimmt dann den Punkt S, indem man 

S(?i' = G^A^■ G^B^ = G~¥^' 

macht. Dann ist S Strahlpunkt, F^G^ Pluchtgerade und es kann noch 
ein Punkt der Bildase oder des Bildes, etwa A, beliebig angenommen 
werden (§ 22, &), da z. B. alle Kreise, die die Berührenden von 5 an 
den Kreis 0^ berühren, Bilder des Kreises 0^ (von S aus) sind. 

b) Geht man statt von K^ von der Geraden Fjö^ aus, so läfst sich 
ebenso die Aufgabe lösen, einen Kreis so als Kreis abztibUden, dafs eine 
gegebene Gerade, die den Kreis nicht trifft, im Bild in unendliche Ent- 
fernung fällt. 
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Vll. Kap. Abbildung des Kreise« nut Bildixe 



JiÄn Krds läfst sich so als Kre 
das Bild eines gegebenen PutiMes 
mnerhalb des KreisvMf<mgs Mittel- 
pimki wird. Das Bild der Polare 
jenes Bimktes fäUt dann in unendliche 



's abhiJden dafs 

das Büd einci gegebt ntit Ginidtn 
a/ufserhttib des Kieises m unetidlvJte 
Enffeimmg fäUt Das B%ld des Poles 
der Goadtn fallt dann in den Mittel 
punkt des Kreiies 
o) Der Strahlpunkt S kann auch duruh folgen le Zeichnung erhalten 
werden. Ist P der gegebene Punkt, so aeiohne man den Dmchmesser 
ÄPB und die zu ihm senk- 
rechte Sehne CPD und be- 
stimme zu dem ToUstän- 
digen Viereck AGBD die 
Nebenecken LN-^ dann er- 
gieht sich leicht 

Lq'=^qN''=^qA-QB 

(da LQ:PD=-^ QÄ:ÄP, 
X.Q;CP= QB-.PB und 
CP-PI) = AP-PB ist); 
daher macht man QS=QN. Kg. 'Ji. 

Vom Strahlpunkfc S aus wird das Bild des Vierecks ACBD ein Quadrat, 
da B^C^ II 8L, B^B^ ]] SN und da LSN ein gleichschenkeliges recht- 
winkeliges Dreieck ist. 

6. Mit Hilfe der Sätze in 5 lassen sieh Beziehungen der Lage von 
Punkten und Geraden im Kreis ermitteln, indem man die betreffenden 
Eigenschaften zuerst an Kreisbildern mit einfacheren Beziehungen auf- 
sucht lind sie dann auf die Figur der Vorlage überträgt. 

So kann der 

Satz von Pascal: Satz von Brianchon; 

Von einem SekneMsechseck liegen i Von einem berUhrenden Sechsseit 

die drei ScJmitt^nkte der gegenüber- gehen die Tefbindungsgeraden der 

liegenden Seitenpaare in einer Geraden, gegenüberliegenden Eckenpaare durdt 

1 Pimkt, 
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bewiesen wei^den, indem man die Figur (Fig. 92) so abbildet, dafs das 
Bild des Kreises wieder ein Kreis wird (Pig. 92a) and 



der Schnittpunkt ad oder Q und be 
oder B in uuendhche Entfemujig 
hicaus rückt. Dann wird 
-): a& = ed 



die Verbindungsgeraden 3 und r 
sieh im Mittelpunkt schneiden. Dann 
werden die Eerührungssehnen der 
Schnittpunkte parallel, a\\ d, & || e, 
da sie senkrecht zmn Durchmesser 
sind, woraus, wie eben bewiesen, 
folgt c II f. Die vom Mittelpunkt 
nach C und F gezogenen Geraden 
stehen dann senkrecht auf c und f 
und fallen somit in eine einzige 



woraus folgt: 

Bogen ^i£jCi=J>iEiJ'i, A^F^[CiJ)^ 
(I. Teil, § 28, 2). Daher liegt . 
der Vorlage der Schnittpunkt cf od 
S auf der Pluchtgeraden QU. 

7. Die Sätze in 6 ftthren zu einer ßeibe von weiteren Sätzen, wenn 
man ein Paar aufeinander folgender Stücke der Figur (d. h. Ecken 
des Sehnensechsecks oder Seiten des berührenden Seehsseits) zusammen- 
fallen läfst, wobei die Schneidende in eine Bemhrende und der Schnitt- 
punkt der Berührenden in den Berührungspunkt übergeht (s. I. Teil § 27, a 
und § 29, 7 Zusatz). Es kann dies geschehen a) an einem Paar, b) an 
zwei gegenüberliegenden Paaren, c) an allen drei Paaren. So z. B. er- 
giebt a) die Satze; 



a) In e»«em Sehnmß«ifech liegt der 
Schmtipun^t einer Seite mtd der 
&egmeck derselbm gezogenen Be- 
riUirenäen emf emer Geraden mit den 
S^nitipwikten der beiden andern 
gegeniiberlieg&u 



b) Diese i 



a') In einem berührenden Fünf- 
1 seit geht die Yerbindmigsgerade eines 
■ Fides mit dem Berührungspirnkt der 
Gegenseite desselben dur<3i den Sdmitt- 
h pimkt der Yerbvnätmgsgeraden der 
beiden andern gegenilberUegenden 
Fckenfpaare. 
L ein Mittel, die Aufgaben zu lösen; 
Mit detn Lineal allein in eineml MU dem Li/neal aUein auf einer 
Ptmkt eines Eräses die Berührende Berührenden eines Kreises den Be- 
rn zeichnen. \ r&knmgsptmkt zu bestimmen. 
Nachfolgende Figuren geben die Losung durch die Reihenfolge der Zahlen 
an, wobei mit 3,4 das gegebene Stück bezeichnet ist. 





Anmerkung. Eine besondereBedeutung finden diese Sätze und Zeichnungen 
dadurch , dafs sie auch auf alle BUder des Kreises (Kegelschnitte) anwendbar sind. 
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B. Drei Kreise, 
8. Die BUdaxe x (Fig. 95) der beiden Kreise K^ und K^ schneide 
Bildaxe y zu dem ersteren und einem dritten Kreise K^ in V; 




dann hat dieser Punkt sowohl für Ki und K^, als für K, und Ä'g 
die gleiche Potenz, somit auch für K^ und K^, d. h. der Punkt liegt 
auch auf der Bildaxe der letzteren Kreise. 

Die drei JBildaxen (Totensgeraden) dreier Kreise gehen durch einen 
Fuiikt (das Fotmscmirum). 

Zusätze: a) WeuB drei Kreise einander in je zwei Punkten 
schneiden, so gehen die Verbindungsgeraden der Schnittpunkte je 
zweier Kreise durch einen Punkt, das Potenzcentrum. 

b) Wenn drei Kreise einander paarweise berühren, so gehen die 
gemeinsamen Berührenden durch einen Punkt. 

9. Wenn zwei Kreise K^ und K^ toh einem dritten K berührt 
werden, so entspricht ein Berührungspunkt A^ dem andern S^ als 
nicht ähnlich liegendes Bild (§ 13, 6); ihre Berührenden achneiden 
einander in Z auf der Bildaxe der beiden ersten Kreise. Für die 
beiden Kreise K^ und K ist A^ Ahnlichkeitspunkt; B^ und S^ sind 
ähnlich liegende Punkte, daher auch die Schnittpunkte Z^ und Z der 
Berührenden in diesen Punkten mit dem Ähnliehkeitsstrahl A^Z^Z. 
Die beiden durch Z^ imd Z senkrecht zur Mittellinie Ä'jÄ'^ gezogenen 
Geraden x^ und x liegen daher ähnlich zu Ä^ als Strahlpunkt 
(§12, !..■). 

Der Punkt 2, hegt nach § 19, 6e' auf der Polare des Ahnlich- 
keitspunktes zu K.^ und K.^\ daher ist x^ die Ahnlichkeitspolare, 
während x Bildaxe beider Kreise ist. Es ei^ebt sieh also: 

Wemh ewei Kreise von einem dritten berührt werden, so ist die 
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Büdaxe der heiäen eisten Kreise, als Gerade zum dritten Kreise auf- 
gefafst, das ähnlich Uegejtde Büd der ÄhnlicMeitspotare in einem der 
ersten Kreise, und zwar einer äufseren Ahnlichkeit^lare hei gl^ck- 
artiger Berührung heider Kreise durch den dritten, einer inneren hei 



10. Nehmen wir nun an, ein dritter Kreia K^ werde ebenfalls 
von K berührt, y sei Bildase za i"^ und K^, y^ Polare in K^ zu 
dem Ähnlichkeitapunkt von K^ und K^, so ist auob y p. ö. y^ zu A^ 
als Ähnlichkeitapunkt für K und K^. Daher liegen auch die Schnitt- 
punkte V(xy) und T^i(%J/i) auf einem Ähnlichkeitsstrahl durch A^ 

(§ 12, "?')■ 

Femer müssen die Polaren der drei Punkte A^V^V zu K.^ durch 
einen Punkt, den Pol von A^Y^V gehen (§ 19, öd); die Polare zu 
Ä^ ist aber die Berührende in Ä^ (§ 19, 3b), die Polare zu K, gebt 
(nach § 19, 5b) durch den Äbnliehkeitspunkt zu K^ \mä K^ und durch 
den zu K^ und K^. 

Wenn drei Kreise von einem vierten berOhrt werden, 



a') so geht die Berührende des 
Berührungspunkts in einem der drei 
Kreise durch den Schnitipiinkt der 
Polare des Axenschnittpunkts in 
diesem Kreis und der Verhindungs- 



a) so liegt der Berührungspunkt 
eines der drei Kreise auf der Ge- 
raden durch den Axenschnit^nkt 
ttnd den Schnittpunkt der Polaren 
der AJmlidikeitspunkte dieses Kreises 
in Besug amf die beiden andern, 



wobei jeweils der äufsere Äbnliehkeitspunkt in Betracht zu ziehen 
ist, wenn die Berührung der beiden Kreise gleichartig ist, der innei-e 
bei ungleichartiger Berührung. 



in Bemg auf die hdden 



§ 24. Anwendung zur Zeichnung berührender Kreise. 

(ÄpoUonische Aufgabe.) 
1. Aufgabe. (Apolionius von Pergä, 200 v. Chr.) Es 
SU irgend dreien der Gebilde Punkt, Gerade, Kreis 



Wir können zehn Fälle dieser Aufgabe unterscheiden. Es seien 



I 


1 II 


lil 


IV 


V 


VI 


VII 


VIII 


Punkte 3 


' 2 


2 


1 


1 


1 


_ 


— 


Gerade 


1 


_ 


2 


1 


— 


3 


2 


Kreise 


- 1 " 


1 


- 


1 


2 


- 





Von diesen Aufgaben haben wir diejenigen, bei welchen kein 
Kreis gegeben ist, schon gelöst, nämlich I und VII im 1, Teil § 35, 
II und IV im 2. Teil §11,3. 
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2. Erste Lösung. Aufgabe III. Es seien die beiden Punkte 
A lind B und der Kreis (J gegeben. — Von einem beliebigen Kreis 
durch Ä und B, welcher den Kreis C in P und Q achaeidetj trifft 
die Sekante PQ mit der Verbindungsgeraden AB in einem Punkt 
X zusammen, dessen Potenz in Bezug auf den gegebenen Kreis 
PX • XQ, m Bezog auf den zu zeichnenden AX ■ XB ist. Nun ist 
aber FX-XQ^AX- XB, da PQ und AB Sehnen des Hilfkreises 
sind; daher liegt X als ein Punkt gleicher Potenzen für den 
gegebenen und gesuchten Kreis (§ 10, 7 b) auf der gemeinsamen Be- 
rührenden beider Kreise; hiernach ist der Berührungspunkt leicht zu 
finden. Die beiden Berührenden aus X ergeben im allgemeinen zwei 
Kreise. 

Aufgabe V. Es sei der Punkt A, die Gerade h und der Kreis 
C gegeben. — Der Durchmesser 1)1)^ sei senkrecht zu i und diese 
Senkrechte schneide b in .E. Die fraglichen Berührungspunkte X 
auf b und Y auf dem Kreis C müssen nach I. Teil § 34, 5 a auf einer 
Geraden liegen mit dem einen Grenzpimbt J} des zu 6 senkrechten 
Durcbmessei-s. In dem Zweistrahl DE und DX ist dann YD^ ge- 
wendet [| _EX, daher D^B ■ DE = YD ■ DX. Legt man nun durch 
AD^E einen Kreis und zieht DA, welche Verbindungsgerade diesen 
Kreis in F trefFe, so ist auch AD ■ DF = D^D ■ DE ^^ YD DX, 
d. h. der Kreis durch AXY geht auch durch F. Somit ist in F 
ein zweiter Punkt des fraglichen Kreises gefunden und die Aufgabe 
auf III zurückgeführt, wobei zur weiteren Losung der Kreis um 
AED benutzt werden kann. Es ergeben sich ao zwei Kreise durch 
A und F-^ noch zwei weitere Kreise erhält man bei Vertauschung 
der Bedeutung TOn D und Z>j. 

Aufgabe VI. Es seien der Punkt A und die beiden Kreise B 
und C gegeben. — Die fraglichen Berührungspunkte Y und Z auf B 
imd C sind nicht ähnlich liegende Punkte auf einem Strahl des 
Ähnlichkeitspunktes D beider Kreise. Sind F und F zwei solche 
Punkte eines weiteren Strahles, so ist EDDF= TD DZ. Legt 
man nun durch AEF einen Kreis und zieht AD, welche Verbindungs- 
gerade diesen Kreis noch in G treffe, so ist AD ■ DG = ED ■ DF 
= YD ■ DZ, d. h. G ist ein zweiter Punkt des Kreises durch A YZ, 
womit die Aufgabe auf III zurückgeführt ist. Im allgemeinen giebt 
jeder Ähnliehkeitspunkt zwei Kreise. 

Aufgabe Vin. Es seien zwei Gerade a und b und ein Kreis 
C dessen Halbmesser r ist, gegeben. — Diese Aufgabe kommt auf 
IV zurück, wenn man zu a und b je zwei Parallelstreifen aa^, aa^, 
bb^, bb^ zeichnet, deren Breite gleich r ist, und nun die Mittelpunkte 
der Kreise bestimmt, die durch den Kreismittelpunkt C gehen und 
«jftj oder ö^ig berühren. Liegt der Schnittpunkt ah aufserhalh des 
KreiaeSj so sind vier Kreise, liegt er innen, acht Kreise möglich. 
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Aufgabe IX. Es seien eine Gerade a und zwei Kreise Ji und 
C gegeben, deren Halbmesser r^ und r^ seien; r^<.ri_- — Zeichnet 
man zu a Parallelstreifen von der Breite r^ und um den Mittelpunkt 
von JB Kreise mit den Halbmessern r^ + r^, so hat man nun nach 
V die Mittelpunkte deijenigen Kreise zu bestimmen, welche durch 
den Mittelpunkt von G gehen und die Hilfslinien berühi'en. Es sind 
ira allgemeinen acht Kreise möglich. 

Aufgabe X. Es seien drei Kreise A, S, C mit den Halb- 
messern rj, r^, r^ gegeben; »"i > »'s > »"a. — Man beschreibe um den 
Mittelpunkt von A Kreise mit den Halbmessern r^ + j'g, ebenso um 
B mit den Halbmessern r^ + r^ und bestimme die Mittelpunkte der 
Kreise, welche diese Hilfskreise berühren und durch den Mittelpunkt 
von C gehen, nach VI. Im allgemeinen kann der Berührungskreis 
alle drei Kreise gleichartig berühren (aus- oder einschlielsend), oder 
er kann zwei Kreise gleichartig und den dritten ungleichartig be- 
rühren, was im ganzen acht Auflösungen gieht. 

3. Zweite Lösung. Aufgabe X. Man bestimmt die Ähn- 
lichkeitspolaren je zweier Kreise (und zwar die zu einem äufeeren 
oder inneren Ähnlichkeitspunkt bei gleich- oder ungleichartiger Be- 
rührung), hierauf den Asenschnittpunkt; diesen verbindet man mit 
dem Schnittpunkt der beiden Ähnliehkeitspolaren in jedem Kreis; 
dann schneiden diese Verbindungsgeraden die zugehörigen Kreise in 
je zwei Punkten; je drei dieser Punkte sind Beruh ningspuntte eines 
der gesuchten Kreise. 

Die übrigen Aufgaben kommen auf X zurück, wenn man 
die Gerade als die Grenzflgur betrachtet, welcher der Kreis sich 
nähert, sobald sein Halbmesser unbeschränkt zunimmt, und wenn 
man den Punkt als die Grenzfigur ansieht, in welche der Kreis bei 
unbeschränkt abnehmendem Halbmesser zusammenschrumpft. 

Je gröfser ein Kreis wird, während ein zweiter Kreis unverändert 
bleibt, desto näher rückt die Potenzgerade an seinen Umfang; es mufs 
nämlich der eine Abschnitt der Sehne abnehmen, während der andere 
zunimmt. Die Gerade (als Grenzfigur eines Kreisbogens mit un- 
beschränkt grofsen Halbmessern senkrecht zur Geraden) ist also 
zugleich Bildaxe in Bezug auf einen Kreis; der Axenschnitt- 
punkt liegt in der Geraden. 

Je gröfser ein Kreis wird, desto weiter rückt die äufsere Ähn- 
lichkeitepolare eines festen Kreises an den dem grofsen Kreis ab- 
gewendeten Teil des Umfangs, die innere an den zugewendeten Teil, 
indem die äufseren gemeinsamen Berührenden mehr und mehr sich 
einem Winkel von 2i? nähern, ebenso die beiden inneren. Die Ähn- 
liehkeitspolaren eines Kreises in Bezug auf eine Gerade 
sind daher die mit letzterer parallelen Berührenden. Die 
Berührungspunkte derselben sind zugleich Ahnlichkeita- 
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punkte und liegen (§ 13,5) daher auf der Geraden durch die Punkte, 
in welcher der Kreis und die Gerade von dem fragliehen Kreis 
berührt werden (vgl. I. Teil § 34, 5a). 

Der Punkt (fds Grenzflgur des unbeschränkt zusammen- 
schrumpfenden Kreises) hat mit einem Kreis die zugehörige 
Polare als Ähnliebkeitspolare und die Mittelsenkrechte des 
Punktes und zugeordneten Poles als Bildaxe. 

Auch die Aufgaben, in welchen kein Kreis gegeben ist, können 
in dieser Weise gelöst werden, wie z. B. II, indem man etwa um 
beide Punkte Hiifskreise mit gleichen Halbmessern beschreibt und 
zur Geraden Parallelstreifen, deren Breite gleich dem Halbmesser ist 
und die Mittelpunkte der beiden Kreise sucht, welche die Kreise 
gleichartig und die passende Hilfsgerade berühren. 

g 25. Die Kegelschnitte als Bilder des Kreises in seiner Ebene, 

1. Die Bilder des Kreises oder die Kegelschnitte sind nach Lage 




der Flucht^ 

nicht (Fig. 96 a), so hat df 
fernen Punkt, sondern ist wie der 
Kreis in sich geschlossen, es ist 
das geschlossene Kreisbild 
oder die Ellipse. Berührt die 
Flucbtgerade den Kreis (Fig. 96 b), 
so hat das Bild einen unendlich 
fernen Punkt, d. h. nach einer 
Eichtung hin erstreckt sich das 
Bild in unendliche Feme, es ist 
das einfach offene Kreisbild 
oder die Parabel. Schneidet die 
Flachtgerade den Kreis (Fig. 96 c), 
so hat das Bildzwei unendlich ferne 



dreifacher Art. Trifft die Fluehtgerade den Kreis 
Bild des Kreises keinen unendlich 
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Punkte; es verläuft läEgs zwei Richtungen in unendliche Ferne, es ist 
das zweifach offene Kreishild oder die Hyperhel; hierbei zeichnen 
sich die Berührenden an den 
Schnittpuntten der Flucht- 
geraden als die beiden 
Geraden ab, längs welchen 
sich die Hyperbeläste der- 
arfc ins Unendliche er- "" -• 
strecken, dafs sie sich der 
(Jeraden mehr und mehr 
nähern, ohne sie je zu er- 
reichen (Asymptoten). 

Man erhält je einen 
Punkt dieser Linien indem 
J! in durch dea ab7uhilden 
den Punkt des Kreises und 
durch einen Punkt dessen 

Bild bek-mut ist, emo Reiade zieht, das Bild die>>ei G-eiaden Pntwirit (na h 
£; 22, 2c odei s) und aut diesei Bildgeiaden den Puukt durch den Strahl 
des Kieispunktei bestimmt 

2. a) Eine schnndende Gnade und wiedtr ah sölütt eine Berührende 
als Benthreitde ahgehüdet Schntttpunkt als SeJimäpunkl Seniltning'tpunit 
als Benihmtgsputikt 

Eine Geiade kann als Bild einer Geradpn der Kieisfigui deu Kegel 
schnitt in zwei Punkten schneiden odei in einem Punkt beruhien odei 
gir nicht treuen ^ on einem nicht dei krummen Linie anffehöngen Punkt 
lasben sich entweder zwei jdei keine Berührende ziehen 

Da, die Bilder von harmonisthen Punktieihen seihst wiedei solche 
sind (§ 17, l), so folgt 

li) Bn aUen dmch emen Kegelschmtt gelegten Strc^iJew tmes Punkfe<i 
hegen die ihni hatviOHtädt cugeordm-kn Punkte auf einer G-eraden det 
Polaien des Paniteb Die Bilder lon Pol und Polate \ind thenfaU^ Pol 
mid Polare. 

Man erhält die Polare zu einem Punkt oder den Pol zu einer Geraden 
gemSls § 19,4 oder 7h durch ein Sehnenviereck oder berührendes Vierseit. 

c) Der Pol (P) de>' Fluddgeradm (f) der Krmßgur wird als MUtel- 
punM (F^) des Kegelscknitts abgebildet 

Da der zu P zugeordnete Punkt F in unendliche Entfernung fällt, so 
wird Ä^P^ = P^B^ (§ 17,2h) und so für alle Sehnen durch Pund P^. ~ 
Bei der Abbildung des Kreises als Hyperbel (Fig. 96 c) ist der Pol der 
Pluohtgeraden Schnittpunkt der an den Punkten der Fluchtlinie be- 
rührenden Geraden; der Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der in un- 
endlicher Eatfernung heröhrenden Geraden (Asymptoten). 

Die Sehnen durch dea Mittelpunkt heifsen Durehmesser. Die 
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S \n I 1 41bll n 1 K t Bll ip, § 25, 

Paral el hat k n n M ttelp nkt n e dl he Entf nung dagegen parallele 
Du hm SS n le R ht ng na h d n ui ndl h t nen Pimkfc. 

Von j de "^eli 1 h 1 1 egt i '^ hu ttj unkt der in ihren örenz- 
lunkten Be-üh eailen auf der Flu ht aden f ( 19 e'); die Strahlen 
d e es ia Im tti untts w Ind h 1 e beline ha mon h geteilt (§ 19, 3 a). 
Hie au folgt (_§ 22 ib und § 17 2b) 

d) Die BerüJirmdm an dm Grmnpunhten eines Dwehmessers smd 
parallel miä die im iJmen paraUelen Samen werden vom Durchmesser halbia-L 

Die Berührenden an den Grenzpunkten des Durchmessers und die 
ihnen parallele Sehnen heifsen dem Durchmesser zugeordnet (kon- 



3. a) Die Sätze von Pascal (§ 13,8, § 16,8, | 23,6, auch § 21,4) 
imd Brianchon (§ 19, 8, § 23, 6) imd die hesondem Fälle, die sich aus 
dem Zusamm-mfaMen zwder 'bmoMtarttm Stücke ergeben (§ 23, ?), gelien 
für alle Kegelschnitte, da sie nur die Lage von Paukten auf einer Geraden 
oder den Schnitt Ton Geraden in einem Punkt betreffen (2 a). 

Aus diesen Sätzen folgt: 

b) Ein Kegdsdtnitt ist eindeutig bestimmt, wenn von ihm gegeben sind: 



a) f-linf FwMe, 

ß') vier Pmtkte imd Me Berifftrende 
in einem, 

y) drei BwnMe und die Berühr &ndm 
in uweien. 

Die fünf Punkte des Kegelschnitts 
seien 13345; ein beliebiger Sti-aM 
5Q kann nun einen Kegelschnitt 
durch die fünf Punkte nur in einem 
solchen Punkt treffen, der mit den 
gegebenen Punkten ein Pascal seh es 
Sechseck bildet. Der Schnittpunkt 
von J 5 und 4 5 sei P, von 2 3 




und 5Q sei Q, 3 4 treffe PQ in 
dann mufs der Schnittpunkt 6 i 
Q 5 und B 1 dem Kegelschnitt ; 



) fünf Berithrende, 

ß") vier Berührende imd der Be- 
rührungspunkt auf einer, 

y') drei Berührende wnd die Be- 
rührungspunkte oMf zweien. 

Die fünf Berührenden des Kegel- 
schnitts seien I II III IV V; von 
einem beliebigen Punkt Öi ^'^^ ^ 
kann nun an einen Kegelschnitt, dem 
diese Berührenden angehören, nur 



die mit den gegebenen ein Brianchon- 
sches Seehsseit bildet. Die Ver- 




bindungsgerade von / II und IV V 
sei p, von II III und Q^ sei q, von 
/// IV und pq sei t; dann nmfs 
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gehgrea. In dieser Weise ist die 

Lage düs Kegels clinittpiinktes auf 

jedem beliebigen Strahl durch 5 und 

somit der Kegelschnitt selbst ein- 
deutig bestimmt. 



Indem man die Gerade s sict um F 
drehen läfst, gleiten die Schnittpunkte 
Q und iJ auf 33 und 34 hin und man 
erhält durch die Terbindungsgeraden 
dieser Punkte mit 5 und 1 
viele Punkte des Kegelschnitts. 



)ii §j und 
dem Schnitpunkt r I die Berührende 
des Kegelschnitts sein. In dieser 
Weise ist die Berührende des Kegel- 
schnitts, die durch einoE beliebigen 
Punkt von Fgeht, und somit der Kegel- 
schnitt selbst eindeutig hestijmnt. 

Indem man den Punkt S auf ^ hin- 
gleiten läfst, drehen sich q uad r 
um Q und R und man erhält durch 
die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
7" und I beliebig viele Berührende 
des Kegelschnitts, 
c) Em Kegelschmä liegt 'bestrahlt von einem Kreis, wetm dies der Fall 
ist für je 



a) ein einbeschriebenes Fünfeck, 
ß) ei« eMeschriebenss Viereck wid 

die BerOArende in einem Dck, 
y) ein einbescfwiebenes Dreieck wnd 

die Berührenden in zwm, Edten 



a) em beriütrendcs Fünfsdt, 
ß") ein berührendes 7m*seif imd 
den BerÜhrung^imkt auf einer Seite, 
y") em bertihrmdes Dreiseit und 
die Berührungspunkte a/uf zwei Seiten 
m Kegelschnitt und Kreis. 
Denn der Kreis, der zu der einen Figur gehört, giebt als Bild einen 
Kegelschnitt, der zur andern Figur gehört, da Punkte, Berührende und 
Berührungspunkte ihre Eigenschaft im Bild beibehalten. Dieses Bild des 
Kreises mufs aber mit dem durch die fünf Stücke bestimmten Kegel- 
schnitt zusammenfallen, da es zu diesen nur einen Kegelschnitt giebt. 

Um nachzuweisen, dafs zwei Fünfecke oder Fünfseite gegenseitig 
bestrahlt sind, ist zu zeigen, dafs für ihre Punkte und Geraden die in 
§ 22, 5 oder 3 angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 



4*). Durdi die drei Ecken 
Dreiecks ABG und m je einem 
Strahl durch swei Ecken AS imd BS 
als Berührenden Jcann stets ein Kegel- 
schnitt gezeichnet werden. 

Man nimmt den Schnittpunkt 8 
der Berührenden als Strabipunkt für 
die Abbildung eines Kreises, der mit 
C zugleich in einem Winkel der 
Geraden SA und SB liegt und diese 
Geraden in A^ und B^ berührt, und 



4'. Zu, drei Seiten eines Drei- 
seits abc ois BeriSwenden imd 
je einem Punkt auf zwd Seiten 
A und B als Berühnm^spunkten 
kann stets ein Kegelschnitt gezeichnet 
werden. 

Man nimmt den Schnittpunkt S 
der Berührenden als Strahlpunkt füi- 
die Abbildung eines Kreises, der 
SA und SB in A^ und B^ berührt, 
aber nicht mit dem Schnittpunkt P 
von AB und c in einerlei Winkel 
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zieht SC^C, so ist SA^B^C^ pSABC 
und das Bild des Kreises erföUt die ge- 
forderten Bedingungen. Dafa nur ein 
Kegelschnitt möglich, folgt nach 3/. 




der Geraden a und ö liegt. Zieht 
man yon P den Strahl SP, der auf 
Ai^B^ des Punkt P^ giebt und von 
hier die Beriihronde Cj an den Kreis, 
so ist SABPc p SAiB^PiC^ und das 




Bezeichnet man A mit 13, C 
mit 5, B mit 4 5, so ist irgend zugehörige Kreisbild erfüllt die 

i Strahl durch 5 eine Pasealsche forderten Bedingung 

Gerade mit den Schnittpunkten Q Wie ein Brianchonsches Sechsseit 

[ AC und P von £C u. s. w. weitere Berührende (T-?) bestimmt, 

ist aus der Figur ersichtlich. 

5. Da die Bilder von zwei gegenseitig bestrahlbaren Punktreihen 

oder Strahlenbüscheln wieder aater einander als Vorlage und Bild gelten 

können (§ 20, e), so folgt mit Kücksicht anf § 21, i: 



Auf swn Berührend&R 
sckniUs hüdert die Schnittpv/tMe dUer 
weiteren Bertihrmdm ewei Pwnkt- 
reihen, deren eine ein Bild der 
andern ist. Die Berühmng^nmlcte 
der Träger sind die Bilder ihres 
SckMittpvmhtes. 

Anmerkung. 

Zieht man die zu den Trägem beider 
Punktreihen parallelen Berührenden, so 
erhält man die Bilder der unendlich 
fernen Punkte auf beiden Geraden. Da 
eine Ellipse Ton diesem Parallelogramm 
der Berührenden eingeschlossen, eine 
Hyperbel ausgeschlossen wird, so liegen 
die Bilder dea SchnittpuiLkts der Träger 



Bie Strahlen von swei Pmkten 
eines Kegelsdtmtts nach aüen weiieren 
Pumktm geben ezoei StraMenbüsi^el, 
deren einer em Büd des andern ist. 
Bie Berührenden der Seheitel sind 
die BUder ihrer Verbmämtgsgeraden. 



Von den Strahlen von beiden Scheiteln 
nach einem unendlich fernen Punkt ist 
der eine dem andern, seinem Bild, 
parallel. Bei der Ellipse ist daher kein 
Strahl parallel zu seinem Bild, bei der 
Parabel einer, bei der Hyperbel zwei. 
Die Strahlenbüschel sind wie bei dem 
Kreis gleichwendig mit Ausnahme des 
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(Berükningspunkte) bei der Bllipae inner - 
halb, bei der Hyperbel aufaerhalb der 
Strecken vom Schnittpunkt bis zu den 
Fluchtpunkten . Bei der Parabel, die 
keine parallele Berührende zuläfst, ent- 
sprechen eich die unendlich fernen 
Punkte; werden daher die Punktreihen 
in ein Strahlenbüachel gelegt , so werden 
ihre Träger parallel; die eine Punkt- 
reihe iat ein ähnliches Bild der andern 
6. Die Umkehnrngen dieser Sat; 
Sind fünf Geraden gegeben, so 
können wir zwei von ihnen IV und V 
als Träger zweier Punktreihen an 
nehmen, in welchen die Schnitt- 
punkte der andern drei Geraden sich 
als Vorlage und Bild entsprechen, 
AliC7\A,Ii^C^{^16,i). Zudem 



Falles, dafs die beiden Scheitel auf 
zwei verschiedenen Ästen einer Hyperbel 
liegen. 



ergeben sirh auf folgende Weiae 
bind tünf Punkte gegeben, so 
können wii zwei von ihnen -i und 5 
als "Scheitel zweiei Strahlenbüschnl 
annehmen in welchen die Stiahlea 
nach den andfrn diei Punkten smh 
als Vorlage und Bild entsprechen, 
«61; A «iö,Cj (§ 16, 4'). Zur Ver- 




Schnittpunkt jSJ'j der Träger sind 
hierdurch die Bilder E^ und F be- 
stimmt (§ 20, 7 a und § 21, 2), so dafs 
nun auch ^J,^BC A A A-*'i Af^r 
Man kann aber nach 4' einen Kegel- 
schnitt duieli die Punlcte F und JE, 
und zu den Beriihrenden JVj TunJ I 
(ÄÄ^ legen. Die durch B gehende 
Berührende dieses Kegelschnitts mufs 
dann (nach 5) die Gerade F^A^E^^ 
im Bild von S aus der durch 



bindungsgeraden e/"j der Scheitel sind 
hierdurch die Bilder e^ und f be- 
stinunt {§ 20, 7 a und § 21, 2'), so 
dafs nun auch eafhe A ^i'^i/j.i'i'i- 
Man kann aber nach 4 einen Kegel- 
schnitt zu den Berührenden ßj und f 
und durch die Punkte 4, 5 und 1 
{aa,) legen. Der auf & Hegende 
Punkt dieses Kegelschnitts mufs dann 
(nach 5 ') auf dem Bild des Strahles b 
aus dem durch f, «, e^7\fae (§ 20, 7 a) 
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F^A^E^ A F^E (§ 20, 7a) be- 
stimmten Punktreibe, d. h. eben in 
jBj treffen. Aus dem gleichen Grund 
mufs GC^ Berührende des Kegel- 
schnitts sein, da 

U^Ä^Fj^C^ 7\ EAFC 

ist. 

a) Zu mnei' FwiWeihe wnd Hirem 
Büd m nidd hestrcMter Lage häden 
die Terbrndirngsgeraden mtspreehmder 
PumJite die Berührenden mies Kegel- 
schniUs, der die Träger- in den Südem 
^res Sckmttpwüdes haührt. 



bestimmten Busohpl, d b eben mf 
Öj lugen Au"* dem gleichen ßrand 
muJs der Sfhniitpiinkt cc^ em Pvmkt 
des Kegelst hnitt'i sein, da 
f^J^'^T^ eafc 



a') Von einem StroMenbüsdiel und 
semetn Bild m nicht hestroMter Lage 
Uegen die St^itl^wnMe mtspredi-ender 
SiraMen auf einem Kegdsdimtt, der 
die Büder des ScheilelsIraMs m den 
Scheiteln heriihrt. 



Welote Art von Kegelsclmitt aich ergiebt, richtet sich nach den in dei 
Anmerkung zu 5 ^egetenen Bedingungen; z. B. geben ähnliche Punktreihnr 
eine Parabel (Fig. 100). 




"Ueitei tolgt, da di( Tid,gei IT, 
V und dinn I, JI, III beliebig 
angenommen werden können 

b) Zu fünf Geraden, lon denen 
nicht dret durch etnen PunM gehai, 
giebt es stets anm einmgen me be- 
riihienden Eiqdsdmitt, ebenso eu 
vier Get adm und emem Bei lihrungs- 
punkf, ZV diei Getadett vnd en.H, 
Beriäwtmg^pwnkten. 



Weiter folgt, da die Scheitel 4, 5 
und dann die Punkte J, 5, 3 be- 
liebig angenommen werden können: 
b') Surdt fänf Punlde, von denen 
mckt drei auf einer Gnaden Uegen, 
giebt es stets einen einmgen Kegel- 
sdimU; ebenso m vier PunMen wnd 
der Berührenden von einem oder drei 
Ptmkten und der Berührenden von 
zweien, von ihnen. 
7. a) Ein Büd eines Kegelschnittes ist aucli BUd eines Kreises. 
Denn die nach 5 zu einem Kegelschnitt gehörigen Punktreihen oder 
Strablenbüsehel, die gegenseitig Vorlage und Büd zu einander sind, be- 
halten diese Beziehung auch in der Abbildung bei (§ 20, 6) und sie be- 
stimmen dann nach 6 a oder a' wieder Kegelschnitte oder KreisbÜder. 
b) Wie in 3 c ergiebt sich nun; 

Ein Kegelsdiniü liegt bestrahlt von einem anda-n, wenn dies für fünf 
Stüclce gut, nä'ßilidi: 



y Google 



Vn. Kap. Abbildung dca Kreises mit Bildase, 



83 



a') fSmf Punkte der Lime, 

b') vier Fm^äe mtd die BirUJirmde 

n einem von &inen, 
e') drdFmiMeimd die Berührenden 

« zweien von ihnen. 



aj') fünf Berührende, 

h/) Pier Bt^iihrende wnd einen 
Berühnrngspunkt , 

Cj') drei BerOhrende und die Be- 
rühnmgspwMe auf zweien von ihnen. 



8. Ist P ein Punkt innerhalb der Fläche eines Kegelschnitts (d. h. 
von dem Teil der Fläche, durch den keine Berührende geht), AB der 
Durchmesser durch den Punkt, CD die zugeordnete Sehne durch ihn, 
so bestimmt das voIlstäDdige Sehnenviereck AB CD durch die Verhindungs- 
gerade der Kebeiiecken B und L die Polare zu F (2 b), wobei LB \\ CD, 
da der Schnittpunkt von CD und LB in unendliche Feme fUllt, wenn P 
die Mitte von CD ist (§ 17, 2b). Nehmen wir nun QS als Mittelsenkreohte 
zu LB und QS = QB und betrachten wir S als Strablpunkt, LB als 
Pluehtgerade , so kann noch P^ als Bild von P auf BP behebig an- 




genommen werden (§ 22, fi). F.s ist dann C^D^ |[ LB || CD \\ der Bild- 
ase (§ 22, 9e und :-ia), A-,0^ \\ SB \\ D^B^ und A^D^ \\ SL \\ CjB„ da 
B und i in unendliche Entfernung fallen. Da nun BSL die Hälfte 
eines Quadrates darstellt, so ist A^^B^C^D^ ein Quadrat, um das ein Kreis 
gelegt werden kann Von diesem Eieib hegf lann nicht blos das Vieieck 
jl£.B^CjD^, sondern es liegen auch die Berubtenden in A^^ und B^ he 
strahlt zu AB( D und den Benihrenden m 4 und B di diese Be 
rührenden parallel dei Fluchtgeraden oder A\e sind Dei Kegelschnitt 
ist also (3, e, |3) ein von dem Kiei-- bestrahltes Bild, w abei F das Bild 
des Mittelpunktes Pj ist 

a) Kn KtgehcJinift Jcann als Bild «wfs ÄTifflses wid mffle^ch em bf 
liebiffer Punld tnnethfdb dei I/ime als Bild des KreismütdptmhteA odei eine 
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Gerade aufserhalb als Bild der miendlich fernen Geraden a/ufgefasst werdet. 
Hierbei e^sprechen sich Punkt imd Gerade als Pol wid Polare. Der Dwch- 
messer des PmAles im Eegelsckmtt v/nd seine zugeordnete Mchtwng rnid 
Bilder zivder gu ein<mder senkrechter BitMimgen im Kreis. 

b) Man erhält den Skahl^wikt für diese ÄhhOdwtg, indem moM das 
vollständige Sehnenvierech der Gr&mpufMe des Dwchmessers (AB) imd der 
e-ugeordneten Sehne (CD) durdi den Punkt (P) emchnet und auf Aet Mittel 
senkreckten em, den änfseren Nebenecken (-EX) dtn haUxti Abatartd da -^dben 
anträgt (QS = (»i? = QZ) 

In 1 Fgu h it n ^S iu h lut dw miIpih Spite y i\ I li 

D bat s; tatt t n b deutende Anwendung, um Eigena hatten 

d K 1 h tt d b 1 Albildung sjct nicht andern nachzuweisen, 
d a dl Egnhftn umch'it in dei einfacheren Pigui mit 

d n K e aufau ht 

9 i) St C« Mt? 16 7) nU nucJi fa die K^g 

E t 

PO ■ OL AO, ■ O.B P,Z-ZL, 



~AÖ- Ö~B 'P,0,-0,L,' PZ-ZL 
Euekt ein Punkt Z in unendliehe Entfernung, 
nähert sich das Verhältnis 

P,Z _PZ ~P, z 

'Pz ~ Pz"" 

der Zahl 1, da toh letzterem Bruch der Zähler 

endlich bleibt, der Nenner unendlich grofs wird. Nehmen wir noch AB 

als Durohmesser, PP und /j^P^ als zugeordnete Sehnen, so folgt 

_^<f_ _ P\6i _ 
ÄÖ- 0B~ ÄO, ■ O.B' 





a) In der Parabel (Fig. 103b) wird noch ^-"^- = 1 und es bleibt 
= — 1 JT- = j>, eine unveränderliche Gröfee; setzt man AO = x 
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b) Nimmt man in der Ellipse (Pig. 103a) Oj als Mittelpunkt nnd 
sind die beiden zugeordneten Durchmesser AOi ^ «, 0^I\ = h, so ist 

x{2a-x) a^' 
y' = —-X -^- oder 'f ^px— -„— x\ 



2&ä 



- j) setzt. 



o) Läl'st man in der Hyperbel (Fig. 103c) OjPj in unendliche 
Entfernung hinansrücken, so nähert sich das Verhältnis t^-jjt dein Ver- 
hültnis --,-j^ , da Pj^ an die in unendlicher Ferne Berührende heranrückt, 
so dafs dann ^^ = (^)' ■ Ö^^ und es wird 



AO, ■ 0,B 
wobei auch -^-^~ und -^ 
werden. Setzt man A5f=((, 



(ÄBV 






~ \AM! 

von der Zahl 1 nicht merkbar verschieden 
ÄM=^b, so ist schliefslich - 



2&= 



«:(2a + K:) 



+ 






= px+ {-X 



wobei wielei — ^ _i 

Wählend das Q aüat ^ de E 1 te ii i s j; l^lein Parameter) 

und r m dei Pa-a.!el £,IeKhkomiit (7ta^ ß Xke ) tehlt (ilkeiTtBiv) ihm 
hierzi m le feUij s die &rölse ^ und ubertiittt {v7tei^ßakXei,v) es in 
der Hjp rbel ias Rechteck im d ese Tiöfse 

10 W nn n an u den Mittel; unkt eines Kegelschnitts einen 
Kreisbogen be ehre bt so ist lie gemeinsame '^ehne i.F senkrecht zu 
dem se halbie enden Di hn ease AB dem o zig ordnet ist (2, d). 
Der h.re s u n AB als Durchmesstr hat mit 
dem Kegelschnitt die drenzi nkte A un\ B 
und hie Bei ih e de ^emei «am also yier 
Stücke und kann lihei len Kegehchn tt in 
keinen we teret Punkt t efien da er a dem 
falls Ran/ m t ihm z isii enfallen Hülste 
(3, 1 y) Der Kreis schlielst len Kegelschnitt 
entwedei ganz ein nd hat als Dmchmeaser 
den grnften Dmuhmesaei odei di giolae 
Ase der Ell i^=!e ndei e s hliel t ihi ganz 
aus ind hit den kleinsten 
kleine Axe der Ellipse, d 
mit auch bewiesen, dats i 
geordneter Eiehtungen gieb 




lle Ase in der Hyperbel, Es ist hier- 
ein Paar au einander senkrechter zu- 
i der Parabel (Pig. 105) sei s senkrecht 
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86 VII. Kap. Abbilduiig des Kreises mit Bildaxe. % 25, 

zur EichtuDg des Durcliinessers «j^j dann ist der diese Sehne halbierende 
Durchmesser a die Axe der Parabel. 

a) Dm Ellipse imd die Hypei'bcl Itaben gwd mi einander smkrechte 
MUteUinim oder Axen, Me Parabel hat eine einmge. 

In der Hyperbel siad die Axen natürlich auch 
Mittellinien oder Winkelhalbierende der in unendlicher 
Ferne Berührenden. 

Nehmen wir an, die Kegelschnitt -Gleichujigen in 9 
beziehen sich auf die grofse (reelle) Axe a und die 
dazu senkrechte zugeordnete Axe &, so giebt es auf 
jener Äse immer einen Punkt im Abstand x vom Grenz- 
punkt der grofsen Axe (Seheitel des Kegelschnitts), < 
(senkrechte) Sehne 2j/ = _p (Parameter) ist, so dafs 2/= -„- = 
Punkt heifst Brennpunkt des Kegelschnitts. 

Sein Abstand x vom Urenzpunkt der Axe ergiebt sieh 
£!- 




1 der Parabel 

1 der Ellipse aus - - = 

1 der Hyperbel aus -r ■■ 

b) me 1 



= ^x, 



nämlich; 



2 6= 



^ + 



e hat mel Brem^wikte auf der grofsen Axe im Abstmid 
c = yo/' — &* vom Mittelpunkt, die Hyperbel hat ebenfalls mvei auf der reellen 
Aj:« im Abstand c = y«' -j- ö* vom MittelpifnM, die Parabel hat einen im 
Abstand ~ vom Scheitel emf der Axe. 

Diese Abstände sind leicht durch rechtwinkelige Dreiecke aus a und b 
zu erhalten. 

Die Polare eines Brennpunkts 
heilst Leitgerade, 

11. Die Bedeutung der Brenn- 
punkte und der Leitgeraden gründet 
sich auf folgende Eigenschaft der- 
selben: 

Jeder Kegelsclmitt ist das Bild 
eines häiebigen Kreises mit dem 
Bremi^wikt als Mittelpwikt imd 
StrMpwiM imd mit seiner Polaren 
als Fluditgerade. 

Es ist hiemach für den Brenn- 
punkt F als Strahlpunkt die ia pig. los, 
8 b bestimmte Lage nacbauweisen. 

Wird wie dort zu F das Yiereek ABCD gezeichnet, so ist, da die 
Mitte von AB, F und Q harmonisch augeoi-dnete Punkte sind: 
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OF. Oy = ö^'' (§ 17 9) oder c-OQ=^a\ OQ = "^ 
FQ^OQ — c = -^ = ^'- 
Ferner verhält sieh: 

Hq : CF = BQ : BF = {BO -\- 0Q):{BO-\- 0^) 

oder JtQ:CF== (« + -^^ : (a -[- c) = a : o. 



ü;^= - . CF=-- — = 



-- l''Q. 



Es sind also für F als Btrahlpmikt die in 8 h gestellten 
erfüllt. Zugleich wird das Bild von .F, des Poles der Fluchtgeraden BL, 
d, i. der Mittelpunkt des Kreises, auf F fallen, da der Strahlpunkt sich 
selbst a,la Bild entspricht. 

Das gleiche ergieht sich für die Hyperbel; in der Parabel liegt Ä 
in der Mitte von FQ, da B in unendliehe Entfemung iUUt, JtB^ \\ FQ, 
woraus sofort folgt FQ = QB{= FC). 

Zusatz. Der Lekreata kann dazu dienen, /u einem gegebenen Brenn- 
punkt und drei Punkten oder Berührenden des Kegelschnitts weitere Stücke, 
z. B. die Grenzpuukte der Ase zu bestimmen; bei drei gegebenen Be- 
rührenden löse man zuerst die Aufgabe aus I. Teil Xllla, ir. 

13. Ist F der Brenapunki, P ein Punkt und PQ Berührende eines 
Kegelschnitts, so ist J, das Bild von P auf einem Kreis um F und die 
Berührende P^V^ in 1\ das Bild der Berührenden PQ. Der Strahl FQ 




paraUel zu dieser Berührenden P^ V, trifft PQ im Fluchtpunkt ^ (Bild des 
unendlich fernen Punktes von P^ Vj); dieser liegt aber auf der Leitgeraden 
QM {11). Nun ist FP^ ± P^V^, somit FQ X FP. 
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Ein Strakl vom lireimpunkt nacli einem Punkt des Kegelschnitts 
heilst Fahrstralil. 

a) Der Fahrstrahl eines PimMes ist senhretM zum Strand vom Sretm- 
piwM nach dem Schmtipimkt der Ber0trenden des PmMes und der Leit- 



Das Bild des unendlich fernen Punktes T«. der Berührenden PQ 
wird auf der Berührenden in P^ erhalten durch FV^ || PQ. Aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke FPQ'^F^FY^ folgt FP : FP^ =^ PQ -.FY^; 
zieht man noch l'K 1. QM und die Pluettgerade V^ls\ || QM, so ist 
auch i\.PQK'^FV^'Ny, FQ-.FY^^PE: FN, , also auch 

FP:FP^ = PK : FN^ oder 

FP:PE = FP, : FN^ . 
Da nun FF^ als Halbmesser des Kreises und auch FIN'^ als Abstand 
der Pluchtgeraden vom Strahlpunkt für alle Lagen von P unverändert 
bleiben, so folgt: 

b) In einem Kegelschnitt ist das Verhältnis der Abstände emes Ptmhtes 
von einem BretmpimM imd der zugehörigen Lätgeroden tmveränderlich; es 
ist ffldch dem Verhältnis c: a in der Ellipse wn4 Hj/perbel, gleich 1 m 
der Pairäbd. 

Der Wert des Verhältnisses ergiebt sich nämlich daraus, dafs, wie 
in 11 nachgewiesen, fttr den örenzpunkt B der Axe dieses Verhältnis 
(Fig. 106) BF:BQ =c:a ist. In der Ellipse ist -<!, in der 
Hyperbel - > 1, in der Parabel (Fig. 108) - = 1, da J*"^ = AM. 

c) hl dfit Parabel ist der Absland eines PimMes vom Brennpunkt 
glei'h dem i'ih det Leitgeraden *^. 

13. Auch für den zweiten Brennpunkt .F^ gilt 
F^1':PK^ =^C:a = FP: PK 

FJ':FP==PK^ iPK^PQ^ :PQ- 
da noch 

■^PF^Q^ = B = PFQ, 
so ist 
________ /IF^PQ^'^'FPQ, ^F^PQ^^FPQ. 



der Leitgeradea bei Ellipse und Hjperbel = und e 

— + r cos B = FM (Fig. 107) = - - (11) oder 
bei der Parabel (Fig. lOS) 

KP=r, FM^^, r + r cos « == | . r ■- 
(Polargleichungen der Kegelschnitte). 
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Punktes iiMen mit sdner Serührmden 



l'KQ TiDd FP = PK, somit 



~("). 




a) Die beiden Fahrstrahlen ei: 
glekJie Winkel 

In der Parabel ist ^ PFQ 
A FPg fy. EPQ. 

Licht- und Wärmestrahlen, welche von einem 
Brennpunkt ausgehen, haben nach der 2urück- 
werfung an der Kegelschnittlinie im andern Brenn- 
punkt ihren Strahlpunkt, daher der Name Brenn- 
punkt. 

Aus den angegebenen Verhältnissen folgt 
noch für die Ellipse: 

(F^P + PF) : PF = KE^ : PK, 
(F^ P + PF) : KK, = PF -.PK^c-.a. 
Nunist Ä'ifi=itf71fi=20e(Kg.l06): 
also F,P-\-PF=2a. 

In der Hyperbel ist (F^P — PF) : KK^ = c:a, F^P — PF = 2a. 

b) In der FlUpse ist die Summe der Fah'sirtMm dnes Pmiktes glekh 
der grofsen Äxe, im der Htfperhel der Unterschied der Fährstrahlen gleich 
der reellen Axe. 

Wenn die Brennpunkte und die Axe gegeben, so erhält man Punkte 
des Kegelschnitts, indem man mit den beiden Teilen, ia die ein beliebiger 
Punkt die Axe (ihre Verlängerung bei der Hyperbel) teilt, Kreisbögen 
von den Brennpunkten aus beschreibt und deren Schnittpunkte bestimmt. 
Legt man einen in sich geschlossenen Faden um Stifte in den Brenn- 
punkten, so beselireibt der den Faden spannende Stift eine Ellipse. 

Parabelpunkte erhält man, indem man mit beliebiger Strecke als Halb- 
messer um F einen Kreis und im selben Abstand zu KM die Parallele zieht. 

14:. Trägt man an (oder auf) den einen Fahrstrahl i';p(Pig. 109) den 
andern J'3P=J'P an, so ist -Fj-Fa = 2a und für die Punkte j; und J' ist die 
Berührende in P die MittelUnie, da ^ FPL = F^PL ist. Es ist dann 
FL = LF^ und FO = OF^, somit 
OL 11 F^F^ und Oi = | F^F^ = a. 

a) Der Ort der FufspwnMe der Senhrechtm von einem Brennpunld 
auf die Berülwenäen ist dcf Kreis um die grofse (reelle) Axe ais Durch- 
messer, bei der Parabel die B&i-ührende im Grenzpunkt der Äxe. 

Bei der Parabel (Fig. 108) liegt nämlich L auf FK'm der Mitte von 
FK, da AF = AM ist, während AKPF gleichschenkelig ist; somit ist 
-^ FDP = B. 

Die Senkrechte F-^L^ vom zweiten Brennpunkt auf die Berührende 
PL liegt dann gegengesetzt zu FL:^ in Bezug auf den Mittelpunkt 
und es ist in dem Kreis um 
F^L^-FL = L^F-FL=^AF.FB^{a~c){ä + c) = d' — c'=^b'' (lOb). 
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b) Bas Produd der Abstände äet heidm BnnnpunMe tan iimi Be 
rührenden Jmt für alle Seriihtende etnm unvitändeilidten Wert = ft^ *) 

Wird d^ Dreieck LLj^L^ so verändert, dala die Ecken auf dem 
Kreis bleiben, eine Seite aber stets duiuh den Mittelpunkt, die andete 
durch doii Brennpunkt geht, '-j er^eu^t ihn flnfte als Berührende i3>-n 




Kegoisühnitt. Eine Parabel wird erzeugt Ton dem einen Schenkel LP 
eines rechten Winkels FLP (Fig. 108), dessen andrer Schenkel durch 
den Brennpunkt geht, während der Seheitel L des Winkels auf der Senk- 
rechten im Grenapunkt der Axe hingleitet. 

*) Aus diesem Satz läfst sich mit Hilfe der Keplers chen Gesetze das 
Newtonscho Bewegungageseta der Weltkürper ableiten (vgl. Beeta, Leitf. d. 
Phjs. § 69). 
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n. Abteilung. 
Bereclinniigen der (Jrftfsen der ebenen Oeometrie. 
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III. Abschnitt. 
BereclmuHg von Strecken, Fläelieii und BJisen. 

Äclites Kapitel. 

strecken und Fläche des Vierecks und Dreiecks. 

§ 26. Verliältnisse von Flächen und Strecken. 

1. Wir vergleichen zunächst Rechtecke M und r von gleicher 
Gfrundseite g und heliebigen Höhen H und h. Haben diese Höhen 
ein gemeinsames Mafs, das sich a^mal auf 
H und )/mal auf h abtragen läfst, so kann 
man durch die Endpunkte dieser Abschnitte 
Parallelen zu (/ ziehen und dadurch IR in x, ff\^- 
r in y kleinere unter einander gleiche Recht- 
ecke s zerlegen (I. Teil § 44, 2). Somit ist: 

H: h = X : y = xs : ys = E : r. fl«. uo, 

Haben die Höhen H und h kein gemeinsames Mafs, so ist dies auch 
für die Eechtecke dei Fall, gleichwohl gilt auth tur '«nkhe die eben auf- 
gestellte Gleichung. Dpnn angenommen, es ging-- der 1" Teil von H 
«/mal auf h und es Lbebe noch ein kleiner Eest ubng, so würden die 
zu g ParaUelen durch die leilpunkte das ßeukteck S m x gleiche Eecht- 
ecke zerlegen, r in g eben lokhe, wobei noch em kleineres Rechteck 
übrig bliebe. Es ist also dinn H = ts, ^* < » < (j/ 4" 1)^' ^^ ^^^ 
p : X <i r : B <i (1/ -\- 1) : X, während gleichzeitig t; : x <i h : H <i (jj -\- l):x, 
so dafs r : ü und h : H stets zwischen dieselben Grenzen 
»-ü «ad i 



kleiner machen kann als jede bebebig kleine Zahl — denn es kann die 
Zahl X der Teile beliebig grofs gewählt werden —, so ergieht sich, dafs 
r ; R und h : H sich um keine mefsbare Oröfse unterscheiden, d, h. es ist 
r:B = h:Ii. 
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VIII. Kap. Strfickei! und Fläolie des Dreiecks. 



Wii folgern also 

THe Inhalte lon Bephteslen , nelfhe i» etne) Seite ubei eimtimnwii, 
verhalten '^ith wie die nichtubei evnsttmmeitdm Seiten 

2. Nun vergleichen wir Rechtecke B und », d<-ifii Seiten <i H 
und g, h nicht ubeiein&timmen Hier lafst 



sich zur Vergleichung ein drittes Rechteck m 
D benutzen, das g und H als beiten hat I— 



n 





> P 


— * 


3, und 




S.:_E 


— }•■ 


e. 


TcmoltaoM man 


diese Verhältnisse 


«nder, 


so folgt; 







lit ( 



3 



7)*e Inhcäte ^iehiger Mecktecke verhalten sich wie die Produkte 
aus (äen Mafsmhlen von) je swei aneinander stofsenden Seifen. 

3. Ein Parallelogramm ist inhaltsgleich einem Rechteck von 
gleicher Grundseite und Höhe, ein Dreieck ist die Hälfte eines 
Parallelogramms von gleicher Gnmiteeite und Hohe (I. Teil§44j3und3); 
somit folgern wir aus 1 und 2: 

a) IMe Inhalte von ParaUelogramnien (Breiecken) mit gleichen 
Grundseiten (Höhen) veriialten sich wie ihre Höhen (Grundseiten). 

b) Die InhaMe von Parcdlelogrammen (Dreiecken) vm-halten sich 
wie die Produkte oms Gnmdseite ttnd Hohe. 

4. Dreiecke, welche in einem Winkel äbereinstimmen, 
lassen sich so aufeinander legen, dafs die Winkel 
einander decken, wie BAG und B^AC^. Zieht 
man noch B^ C, so verhält sich 

i\BAG:B^AG=AB:AB^ (nach 3), 
A B,AG:B,AC, = AC: A0„ 
woraus folgt: 

/1BAC:B^äC, = ÄBäC : AB, ■ AG^, d. h.: 

Die Inludte der Dreiecke (Parallelogramme), ivelche in einem Winliel 
übereinstimmen, verhalten sich wie die Produkte der diesen Winkel ein- 
schließenden Seiten. 

6. Stimmen zwei Dreiecke in je zwei " 

Winkeln Oberein, d. h. sind es ähnliche 
Dreiecke /S ABC r^ AB^G^, so kann in 
der vorletzten Verhältnisgleichung von 4 
ÄC:AG^ durch AB : AB, ersetzt werden; 
also verhält sieh dann: -^ 

A BAC: B,AO, = TB^ : AB,'. ^''^" "'' 

In beistehender Pigm' z. B. verhalten sich die Seiten wie 3:5, 
Zatlün der einbeschriebe neu gleichen Dreieckchen wie 9; 25 ^3*: 5^. 
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6. Ähnliclie Figuren lassen sich je in gleichviele ähnliclie 
Dreiecke zerlegen, deren entsprechende Seiten untereinander in gleichem 
Verhältnis stehen; so folgt (mit Berücksichtigung toh § 2, e): 

IHe Inhalte ähnlicher Figuren verhalten sich wie die Qua- 
drate entsprechende Seiten (oder Strecken). 

Zusatz. Aus der Verbindung dieses Satzes mit dem pythago- 
reischen ergibt sich der folgende: 

Beschreibt man über den drei Seiten eines reckttimikeUgen Dreiecks 
als entsprechenden Seiten älmliche Figuren, so ist die Fläche der Figv/r 
über der Hypotenuse gleich der Summe derer ^er den "beiden Kaßieten. 

7. Um die Gröfse der Flächen durch Zahlen angehen zu 
können, vergleicht man dieselbe mit einer als Einheit angenommenen 
Fläche, der sogenannten Flächeneinheit und mifet, wievielmal diese 
in jener enthalten ist. Als Flächeneinheit wird am zweckmäfsigsten 
die Fläche eines Quadrates gewählt, dessen Seite gleich der 
Längeneinheit ist. Der Flächeninhalt wird dann ausgedrückt 
durch die Zahl der Flächeneinheiten, deren Summe der betroffenden 
Fläche gleichkommt (vgl. I. Teil § 43, 1-3 und § 47). 

Nach 2 läfst sieh nun der Inhalt eines Rechtecks leicht an- 
geben. Sind nämlich g und h die Längenzahlen (siehe § 1, 7) 
seiner Grundseite und Höhe, während die der Flächeneinheit 1 und 1 
sind, so ist das Verhältnis beider Flächen ^ - fe : 1 - 1, d. h. der Flächen- 
inhalt des Rechtecks ist = gh. 

Man erhalt den Inhalt 

a) eines HecMecks, indem man zwei benachbarte Seiten des- 
selben mit einander vervielfacht (in betreff der Ausdi-uekaweise 
siehe § 1, 7); 

b) eines Quadrates, indem man eine Seife mit sich selbst 
vei^Uä facht. 

Hieraus fliefsen in Verbindung mit den Sätzen im 1. Teil § 44, 
2a, 3a und 4 die folgenden Sätze: 
Man erhält den Inludt 

c) eines Parallelogramms, indein man die Grundseite mit 
der Höhe vervielfacht; 

d) eines Dreiecks, indem man die halbe Grundseite mit der 
Hohe vervielfacht; 

e) eines Trce^zes, indem man die Höhe mit der halhen Summe der 
beiden Partdlelen (ode^ mit der MittelparaUden) vervielfacht. 
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§ 27. Berecliniiitg vou Strecken und Fläche eines Dreiecks und 
eines Sehnenvierecks. 

1. Im rechtwinkeligen Dreieck ACB (Fig. 24, S. 23) sei die 
Seite BC^a, AC=h, JiC=e, die Höhe CC\^h und die Ab- 
schnitte der gröfsten Seite BC^=p, C^A ^ q. Dann folgt aus 
§ 9, 2, 3 und 4 : 

1) a^ ^ pc, V^ = 9C, 

2) Ä^=2)2 oder eh = ah (doppelter Flächeninhalt), 

3) «2 4- &^ = c\ 

womacL aus zwei gegebenen Gröfsen die andern berechnet werden 

können. u. h 

2. Auf das schief winkelige Dreieck /\ A 
läJ'st aieh der pythagoreische Lehrsatz c/ iXj 'vj,! th 
anwenden, indem man die Höhe Ag J_ ß / f \ z' / i 
zieht; der an die Seite a nicht angren- -— -t-y"^^^"^ ^' . ^ 
zonde Abschnitt sei ?>g, dann ist der an- o ^ f-^s) 
grenzende = e — 63, und es ergiebt sich: '"b h*- 

ra^ = (c ip ;.^)s^ ^-h^ = c^lj^^ c\ + /-s' + h^^, 
während 

6/ + /),/ = h\ 
somit ist 

Dies ist der sogenannte pythagoreische Lehrsatz für das spitz- 
oder stumpfwinkelige Dreieck (vgl. I. Teil § 44, 10): 

In einem Dreieck ist das Quadrat der Gegenseite eines spitgen 
(stampfen) Winkels gleich der Stimme der Quadrate der heidert andern 
Seiten vermehrt (vermindert) um das doppelte Produkt aus einer dieser 
Seiten vmd ihrem an die a/ndere angrensendm Abschnitt. 

3. Berechnung der Höhen und des Flächeninhalts eines 
Dreiecks ans den Seiten. — Aus der eben abgeleiteten Formel 
folgt: 

Daher ist: 

ic'h,'= [(i + e)' - a'] [a' - (6 - »)'] 

_ (4 + « + o) (* + « " ") (o - S + c) (« + 4 ~ »). 
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§ 27. VIII, Kap. Strecken und Fläche des Dreiecks. 

Setzt man nun der Abkürzung wegen: 

([ -{- 6 -f- c = 2s, so ist: 

.._ rt _j_ & ^_ c = « + ;» + c — 2« = 2s — 2o = 2 (s 
und wird (s — ») = S^ , (s — ^) ^ ^a ? (s — c) = S^ 
so findet sich: 

4e*V = 2s-2Si ■ 2Sa -283, 

^^ = ~^'~^ > 
Den Flächeninhalt des Dreiecks J = ^ ■ h^ giebt also 



die sogenannte Heronische Formel. 
Beispiel; Gegeben: Berechnet; 

fi = 13 s == 21 J- = l/sT- 8"' 7 ■ 6 

c = 15 % = 7 == y^- 7^ ■ 4^ 

also: 2s = 42 %= 6 = 3 • 7 ■ 4 = 84. 

Zusatz. In einem gleichseitigen Dreieck ist 

also : ^a ,_ 

4. Berechnung der Schwerlinien und Winkelhalbieren- 
den im Dreieck. — Eine beliebige Strecke e vom Eck ab aus 
nach der Gegenseite e teile diese in die Abschnitte 
p und 5; die Höhe zu c begrenzt den an e an- 
grenzenden Abschnitt X. Dami ist 

im Dreieck aep: a^ = e^ -\- p^ — 2px ^___ 

im Dreieck beq: i^ = e^ + 3^ + 2^3;; "^"p 

nnn vervielfacht man die erste Gleichung mit g, ^ 

die zweite mit j) und zählt zusammen; '^' 

a^q-\-b^p=^e^(q-\~p)-\-pq(p-\-q) = e''c-i-pqc, 
woraus: e' = — ~ — pq. 

a) Für die Schwerlinie m^ ist 
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b) Für die Winkelhalbierende Wg ist (§ 8,3) 
p : q ^ a: b imd i» + 3 = ^^i 

1 Uli* ttbc(a -\- b) , 

mid a'q -f- o^p = 4: >, = "'"'^• 

Somit ist: wJ = ab — ■ pg = «fc — -, — rTT> 

3 -* ^ (t + ;>)* , 



udör 






Auch durch Benutzung des dem Dreieck umbeschrieheaen Kreises 
und der ähnlichen Dreiecke BCY^XCA (Tig. 116) ergieht sieh: 
w^:h^a:{w^-\-d), w^^ = «6 - w^^ =^ ab - pq. 
5. Berechnung des Halbmessers des Dreiecksumkreises. 
— Wenn CX (Fig. 117) Durchmes 
Kreises, so ist 

•^CXB=^CAB, 
■^XBÜ^R = AC,C, 
AXÜB^ÄCC,, 

d: a = b :h,, woraus 



somit 
also 



und da 




I ist r = 



wo J nach 3 durch die Heronisehe Formel bestimmt wird. 

6. Berechnung der Radien des Inkreises und der An- 
kreise eines Dreiecks. — a) Nach I. § 35,2' ist (Fig. 118): 
Ar=s,=s — a, BF, ^s^^s — c, 

yB = s^ = s — b, AF, = s. 

Weil /\AMF'^AM,F„ so ist: 
und weil l\FMB<^F,BM^, so ist: p : s^ = , 
hieraus folgt durch Vervielfachung und Teilung: 



= 91 = 
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ferner pj =T/ —--, und entsprechend y^ =1/—!— und &<^ = y^^-^- 

b) Übrigens ergiebt sich 
auch leicht aus der Betraehtang 
der Figur, dafa 
A ABU = AMB + BMC 
+ CMA 
ist, also 

J- 5 (« + » + «)-<■«, • 




In ähnlicher Weise folgt: 

J J J 

Pj = "^' Pa "= K, ' i'ä "= 7"" 

7. Die Eckenlinien im Sehnenviereck, 
im SehnenTierect ABGI) die Seite CD von ^1 
aus als Sehne AK in den Kreis und verbindet 
K mit B, so folgt A ABL r^ BBC, weil 

•^ ABK^ DBC und -g; B^i = ifDC; 
ebenso ist ABLC-^ ABB, 

weil -^; iß(^? = BBC + LBB 

= ^Bi + LBB = yl J?I? 
und weil -^ ^D_B = ^Cif. ^* "'■ 

Aus der Ähnlichkeit der zwei Paare von Dreiecken folgt: 
. j. AB ■ CD 




und 
weil aber 



iC = 



5C AD 



BD ' 

AL-\-LG = AÜ, 
so ist: AC-BD = AB-GI)-\-BC- AD, 

oder e-/=(*c + b(l, d.h.: 

Jm Sehnemiereck ist das Produkt der beiden Eckenlinien gleist 
der Summe der Produkte der Gegenseiten. (Ptolemäischer Lehreatz 
150 n. Chr.) 

b) Dieser Satz läfst sich zur Berechnung der Gröfse der Ecken- 
linien verwenden. Im Sehneuviereck AB CK ist nämlicb: 

AC ■ BK=^ AJJ ■ GK+ BC- AK 
oder f-BK=^acl-\- hc, 
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§ 27, 



weil ÄK^= c 

«ad CK ^^ il ist 

Wird das SebneuYieieok ani dei Reihenfolge der Strecken acdb ge- 
bildet, so igt die von uc uber^pdnnte Eckenlinie = BK, die von cb 
überspaantü ^ e, somit ist: 

e- BK^ab -\- cd. 
Diese Gleichung in Verbindung mit der vorigen liefert die folgende; 

und diese letztere in Verbindung mit der Gleichung in a) giebt: 
ad + be 



f = 



ah + ed 



iac + cd) 
9 ah A- cd , I 1 ,\ 

«^-■iä+X» (<" + ")■ 

8. Um den Flacheninhalt eines Sehneuvierecks aus seinen 
yjer Seiten a^hfC d zu berechnen zeilet^tn wii 
dasselbe durch die Eckenlinie c in zwei Diei 
ecke und betrachten die GtLgenaeiten l md 7 ali 
Gmndseiten. Dann i'.t 




weil aber die Winkel bei A und C einander zu 
2Jl ergänzen, so ist 

\-'^, folglich j-.'-'iJ;'-.'-i 

Um h zu erhalten, wenden wir auf e zweimal die Formel in 2 
e^^a^j^d^ — 2dx = i^-\-ü'-\- 2hy, 

und da V ^ — , 

sü ist {a' -f d^) — (¥ -f c*') = ^ {ad + hc), 

woraus x = .j^-^-^-^ [(a" + d^) — (&^ + c^)]. 

Nun ist A^ =^ (ffl -f" ^) (<* — ^) 

und a±x^ 2rad^-cj ^^(«'^ + ^"'^ ± C«' + '^') + (^' + ''')]- 

also a^x=^--/r^.[ia-\-dy-{b-c)^, 



" 2(«d + 6 c) L 



- X ^ 



deshalb wird 



:(oä + Sc) 



[_ („ _ df + (b+ «)']; 



,[(« + <*)'- (S-o)>]. [(!, + »)>- (fl -,!)■]. 
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Demnach ergiebt sich 

J- !)/[(« + <!)' -(!>- »)'] [(t + ef^:^^^m _ 

Setzt man (entaprechönd 3) 

II + S + c + (i — 2s, 
so findet sich scMierslich ais Inhalt J des SebnenTierecks: 
J = y(^^a)(s-i){s^c)(s-d). 

g 2§. Lüsuag von Recheiianfgabeii durcb Zeicbnnng. 

(Graphisches Rechnen der ebenen Gfeometrie.) 

1. Im I. Teil wurde das Zu- und Abzählen von Strecken, Winkeln 
und Flächen behandelt. Es lassen sieh hiernach zuit diesen Grössen Zeich- 
nungen ausführen, welche Eechnungen entsprechen. In der That können 
diese Zeichnungen Eecknungen ersetzen, wenn man z. B. die zu- oder ab- 
zuzählenden Zahlen als Längenzahlen von Strecken beta^chtet, mit diesen 
Strecken die Zeichnung der Stimme oder des Unterschieds ausführt und 
das Ergebnis mifst. Allein ein solches Ersetzen der Zahlen durch Strecken 
und umgekehrt findet wegen seiner Umständlichkeit und Ungenauigkeit 
keine Anwendung. 

Es hat dagegen in dem sogenannten mechaniBchem Rechnen eine 
Anwendung gefunden. Bei dieeem werden entweder geteilte Lineale (oder 
Scheiben) gegen einander verschoben, auf welchen die Strecken (Bogen) den 
Logarithmen der beigesetzten Zahlen entsprechen (logarithmischer Rechen- 
schieber), so dafs die Summe oder der Unterschied dieser Strecken (Bogen) je 
einem Vervielfachen oder Teilen der betreffenden Zahlen entspricht, — oder 
es werden die fraglichen Gröfsen durch Zeichnung in einer Tafel dargestellt 
und mit einem Netz von Linien bedeckt, so dafs das Auge, indem es diesen 
Linien folgt, das gewünschte Ergebnis findet. 

Ein rein zeichnendes Verfahren zur Bestimmung von Gröfsen ist 
dann von Vorteil, wenn letztere von gezeichneten Strecken, Winkeln, 
Flächen abhängen, wie dies in Geometrie und Mechanik der Fall ist. 
Die fraglichen Gröfsen werden durch Zeichnungen bestimmt, die den Eeoh- 
nungen entsprechen (graphisches Rechnen, Culmann 1864). 

2. a) Das Zeichnen des vierten Verhaltnisgliedes in 

ist aufzufassen als das durch Zeichnen ausgeführte (graphische) 
Vervielfachen der Strecke mit dem (unbenannten) Multipli- 
kator — d. i. mit der Verhältniszahl der Strecken b und c: 



Zugleich ist damit durch Zeichnung die Teilung der Strecke a durch 



y Google 



102 
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trecken und Fläche des Dreiecks. 



§ a». 



das Verhältnis -r auageführt. — Für die Teilung durch eine ganze 
Zahl M ist c = nb zu setzen (vgl. I. Teil, § 13, ad). 

b) Sollen mehrere Strecken %, a^, a^ mit derselben Ver- 
hältniazahl — vervielfacht werden (wie dies beim Zeichnen ähn- 
licher Figuren vorkommt), so trägt man diese Strecken nebst c auf 
eine Gerade von einem Punkt aus ab und zeichnet zur erhaltenen 
Pnnktreihe eine ahnliche Reihe (§ 6, l oder 4), in welcher die Strecke 
h der Strecke c entspricht. 

Eine andere Lösung, die aar einfache Abmessungen mit dem Zirkel 
erfordert, stützt sich auf § 19, 1. Man teilt eine Strecke harmonisch im 
Verhältius b : c, hesohreibt um den Abstand der Teilpunkte als Durch- 
messer einen Kreis und trägt nun jede gegebene Strecke a^ vom End- 
punkt jener Strecke bis zur Kreislinie; der Abstand des so erhaltenen 
Punktes der Kreislinie vom Anfangspunkt der Strecke giebt die dem Ver- 
hältnis entsprechende Strecke. 

c) Soll das Produkt aus einer Streclte a mit mehreren 
Verhältniszahlen 



ii 



bestimmt werden, also 



so zeichnet man 
der AH, dafs 



2a) der Reihe nach die Strecken «j, a^, x 



; durch Vervielfachen sich • 



rgieht: 



Dies kann z B auf folgen le Weise au gefuhrt 
weiden Man tiagt vom huheitel b fPig 121) zweiei 
(TCiaden j und g die Zähler abwechselnl auf die einf 
und anteie Gerade \ und \ auf j \^ auf i umge 
kehlt die Nennei q und c^ aut ^ c^ auf i und ver 
bmdet die Endpunkte der zusan mengehnngen /ählei und 
N-^nne Auf dieselbe (. eiade mit dem ersten Nenner c^ 
titlet man S -1 = ab unl heschieibt von lem Eni 
punkt -1 emen C eialen^rag lessen Seiten mit jenen 
^ Pihm lungsgeraden der Keihe nach paiaUel sinl ml 
lessen Ecken abwechselnd auf i und j9 1 egen Dan 
ist hA^ = «1, SÄ^ = (ij, tiA^ = j>. 
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Sind die YerJiältEisse 



eiüandei" gleich, so treten an die Stelle der Verbin dun gsgeraden 

B^C\, E^C\, B^Cg 
zwei gewendet, parallele Gerade. 

3. a) Durch das Produkt zweier Strecken ai wird der 
Flächeninhalt eines Rechtecks dargestellt, dessen Seiten a und b 
sind. Man nennt daher ein solches Produkt zweier Strecken eine 
Flächengröfae oder Gröfse von zweifacher Ausdehnung (oder 
Grröfse zweiter Dimension). Dagegen werden Strecken, die Summe 
oder der Unterschied von Strecken, das Produkt einer Strecke mit 
Verhältniszahlen, der durch eine Verhältniszahl hestimmte Teil einer 
Strecke LängengröTaen oder Gtröfsen von einfacher Ausdeh- 
nung (erster Dimension) genannt. Die (unbenannte) Verhältnis- 
zahl - heifst eine Gröfse von keiner Ausdehnung (oder nullter 
Dimension). 

Nur GrÖfsm von gleichem Attsd^n/ungsgrad lassen sich su einer 
Stimme oder einem Unterschied vereinigen; das Ergebnis hat denselben 
Grad. 

b) Wird das Produkt zweier Strecken ab durch eine Strecke c 

geteilt, so erhält man x = — , als die eine Seitenstrecke eines Recht- 
ecks, dessen zweite Seite c und dessen Flächeninhalt ai ist; es ist 
dies eine Lange oder öröfse einfacher Ausdehnung, entsprechend 
— ■ a (gemäfs 2 a). 

Ein Bruch, dessen Zähler iind Nenner aus Faktoren zusammen- 
gesetzt ist, welche Längen darstellen, — ^, läfst sich in soviel Ver- 
hältnis zahlen zerlegen, als Längen im Nenner stehen, — ■ -^ ■ cd; der 
Auadehnungsgrad ist dann durch den Überschufs der Längenzahlen 
im Zähler bestimmt. 

Der Ausdruck ■— ^- ist z. B. 
e Länge (gemäfs 2 c). 

4. a) Der Inhalt eines Rechtecks, dessen 
Seiten a und b sind, kann durch Längenmessung 
bestimmt werden, indem man aus diesen Strecken i. 
und der Längeneinheit 1 die Strecke i so bestimmt, 
dafs 1 •i = ab, 1 : « = ö : i; die Zahl der Längen- 
einheiten von i giebt dann die Zahl der Flächen- 
einheiten des Rechtecks. 
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b) Soll der Inhalt eines Dreiecks durch Längeiimessung 
ermittelt werden j= -^, so bestimmt man i ebenso aus 2:a = k:i, 
wobei 2 die Strecke von zwei Längeneinheiten bedeutet. Oder man 
verwandelt das Dreieck in ein solches, dessen Giiindseite 2 und dessen 
Höhe i ist (Fig 123 a), oder dessen Höbe 2 und dessen Grundaeite 
i lat (Fig 123 b,c) 




Um den Flächeninhalt eines Vielecks durch Längenmessung 
zu bestimmen, wiid es zuvor in ein Dreieck verwandelt (I, Teil § 45,3). 

Anmerkung. Wie bier die Gröfse zweifacker Ausdehaung ab durch 
eifle Strecke i ermittelt wurde, so ist dies auch für eine reine Verhältnis- 
zahl (Gröfse nullter Dimension) -r- möglich, indem man x mit der Längen- 
einheit 1 so hestimmt, dafs 6; a=l:a:. a: = ^ ■ 1. 

c) Wird ab mit einer Verhältniszahl -j vervielfacht, so stellt 
,- - ab die Fläche dar, deren Verhältnis zu ab durch den Faktor -^ 
bestimmt ist. Liegt die Fläche ah als Parallelogramm oder Dreieck 
vor, so erhält man die Fläche -^ ■ ab, indem man die Grundseite in 
dem Verhältnis c : d teilt und die Parallele zur zweiten Seite oder 
die Verbindungsgerade mit der Spitze zieht (§ 26, s). 

Anmerkung. Das Produkt dreier Strecken findet erst in der Aus- 
messung des Rauminhaltes der Körper eine geometrische Deutung. 

5. Das Zeichnen des geometrischen Mittels zwischen zwei 
Strecken a: X = x:b, oder der Seite eines Quadrates von gegebenem 
Inhalt x^ = ab, entspricht dem Ausziehen der 
Quadratwurzel x ^= ya6; dieser Ausdruck ist a 
von einfacher Ausdehnung. Irrationale Wuraeln wer- 
den hierbei durch Strecken dargestellt, welche mit 
der angewendeten Einheit kein gemeinschaftliches 
Mafs haben, z. B. (Fig, 124): 



I 



IfTs 
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Jede Gröi'se zweifacher Ausdehnung, wie z. B. 

-L -^ . ab ^= -^ a ■ — ■ 0, 

läfsfc sich nun durch Anwendung von 2 (auch von 4e) und durch die 
Zeichnung des geometrischen Mittels als ein Quadrat darstellen. 

6. a) Die Summe oder der Unterschied von Flächen, 
welche iii Form von Quadraten gegeben sind, wird ebenfalls in dieser 
Form erhalten mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes. Es ist dies 
die Darstellung des Ausdruckes 

x = y^±¥', 

wobei im ersten Fall a und b Katheten, x Hypotenuse, im zweiten 
FaU a Hypotenuse, b und x Katheten sind. 

Die Summe mehrerer solcher Glieder wird durch die wiederholte 
Anwendung dieses Verfahrens erhalten; soll z. B. 





x-y„- + b' 


- «> + Ä" 


sein, so 


ivird zunächst 2^ = 


1' + h' ge 


»' = 3' 


- c' i, B. w. 






b) Sind irgend welche Gröfeen zweifacher Aus- 
dehnung zusammenzuzählen, so liann man für jede 
derselben (nach 5) die Seite des entsprechenden Quadrats bestimmen 
und dann, wie eben gezeigt, verfahren. ^- Oder man stellt diese 
GrÖfsen als Rechtecke mit einer gemeinsamen Seite dar {nach 3b) 
und wendet hierauf 5 an. 

Um z. B. a^\ + tt^&g + a^bs = c{t\ + »^ + flJfl) 
zu zeielinen, trägt man «[, a^, % als aufeinander folgende Strecken einer 
Puaktreihe OA^A^A^ an, zieht in beliebiger Richtung OS = c und zeichnet 
von S als Strahlpunkt den zu dieser Punkt- 
reihe gehörigen Büschel. Auf dem Strahl 
OS trägt man &^, 63, b^ als von abge- 
messene Strecken einer Punktreihe OB^B^B^ 
an und zieht durch deren Punkte Parallele 
zu OA^, ScHiefslioh zeichnet man einen 
Geradenzug OB^ß^ß^X^, dessen Seiten der 
Reihe nach parallel den Strahlen jenes 
Büsohels von S und dessen Ecken auf den 
Parallelen dei zweiten Punktreihe liegen. 
Die Seiten dieses Geradenzugs schneiden OA 
in den Endpunkten XjXgX^ der aufeinander folgenden Strecken 
Denn es ist z B, wenn SM die Verlängerung von Ä^S, 
X^X^^X^ßt _ A,M _ 0£j 
A^A^ "^ A^S ~~ ~Ä^ ~~ ÖS 

oder XX, = ^«,. 
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Zahl der Längeneinlieiteii ■ 



Wird (^ = 1 gewählt, so g 
X^ die fragliche Summe 

c) Mit Hilfe der Sätze über die Potenz eines Punktes in Bezug auf 
einen Kreis (§ 10, 6) läfst sich auch eine Fläche b^ als Summe oder 
Unterschied eines Quadrates x^ und eines Eechteeks ax dar- 
stellen, welche eine Seite x gemeinsam haben, während nur die andere 
Seite a des Eechtecka gegeben ist. Es entspricht dies der Auflosung 
der Gleichungen vom zweiten Grad; 

a) x''-\-ax = b^ b) a^^ — ax =^ 6^ c) ax — x^ == h\ 
Dann ist im ersten Fall: 

x{x + a)^-b\ (a-\-x):h = b:x, 
im zweiten Fall: 

x(^-a)^J>^ x:b = l^:(x-a), 

im dritten Fall: 

x(u — x) = h'^, xxh'^'b-.ia — x). 




Man bp&chieibt mit n als Durchmesser einen Kreis und trägl in den 
ersten beiden Fallen V als Berührende an; dann ergiebt sich auf der 
Geraden vom Mittelpunkt nach dem Endpunkt von 6 der positive (und 
negative) Wert füi i Im dntten Fall sind die beiden Werte von x 
die Abschnitte des Durchmesseis, welche zur Halbsehne h gehören. 

Die negativen Werte von x m der Gleichung 
*' + ««--!'■ 
findet man, wenn man y = ~ x aus 

}ß — ay ^ — ö^ oder ay — y^ ^h^ 
nach c) zeichnet. 

Ist statt 6^ der Wert h • c gegeben, so erfahrt die Zeichnung eine 
Abänderung geraärs § 10, 2, 

7. Das Verhältnis zweier Flächen oder Gröfsen von zwei- 
facher Ausdehnung läfst sich durch ein Streckenverhältnis ersetzen, 
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indem man erateie zunä hst al 
Seiten « und & als Katheten ein re htwmkel 
Abschnitte a, und h luf dei Hvi tenuse ^e>e 
tiagliche Verhd.lt i 



Irate darstellt «^ h^ und aus deren 
Dieiect formt. Die 



; 



I 



d-i 



1 hteil Pines Qiabat 



■- halt I 



aU 




wii 1 das Mittelglied t zv. —a und a gezeichnet 
odei PS wirl ein rechtwinkeliges Dieieck ge 
.zeichnet desapu Hypotenuse aus de Abs hnitten 
j und g besteht und dann eia ähnliches Di 
(dn } ingrfn/enl) und t 

§ 29 Losung von Zeiehenanfgaben mit Hilfe von Rechnnngen. 

1 Be geometii Sehen Auf^dben hanleU ef. si h hiufig darum eine 
strecke zu beitm men m t leren Hilfe die Ai tgabe gel st werden kann. 
Man sucht Tann den Zusammenhang der fraglichen ''tiecke mit den ge- 
gel enen Sti cken durch eme (ileichun^ ii szudracken berechnet sie aas 
diese Gleichung und fuhrt hieraut die Zeichnung des eihaltenen Ausdrucks 
au nach § "'S 

Ein negativer Weit der Unbekannten hat hierbei nur dann eine 
Bedeutung wenn m dei Aufgabe die Lage der fraglichen '^tiecke nach 
zwei entgegengesetzten E chtungen i Betiacht gezogen weiden kann, 
andemfaUb st ein negativei Weit ein Anzeichen dei Unmöglichkeit dei 
Lösm^ — Ist liP Gle chung vom zweiten Crad (v^l 4; 28,6c), so giebt 
oft eine we tere Bedingung der die fragliche Stiecke genügen mufs, an, 
welchei der be den Weite allein zu benützen st Diese weitere Bedingung 
besteht gewöhnlich dann lafs die tragliche Stiecke innerhalb gewisser 
(jienzwe te liegen nuls Manchmal entspiechen die im betreffenden Fall 
ausgeschlossenen T\ erte emei andern Auffassung dei Aufgabe oder einer 
verwanlten Aufgabe — En maginärei Wert zeigt die Unmöglichkeit der 
Losung untei den gegebenen Bedingungen an 

« Aufgabe Dt>j Umfang etvett glmclisethg&n Dreiecks, dessen 
bäte = « srll dm } e nt FaraJMt "ur finen Seite halbiert werden. — 
Erste Losung Die Parallele schneide aut der einen Seite einen 
unteren Abschnitt ^ a> ab dann ist der obere = {a — a:). Folglich 
muTs «ein 



= 1 



i) + (( 



\ C11US ^ = T" 
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Zweite Lösung: Die Parallele schneide aiaf der einen Seite 
einen oberen Abschnitt =^ ab; dann ist der untere =(« — ;/)■ 
Folglich mufs sein: 

2y = 2(« — ^) + <^*, woraus: y = ■^- 

3. Aufgabe. Der XJmfcmg (a -}- & + c) eines Dreiecks soU parallel 
zu einer Seite a JtaJbiert werden. Sind x und y die oberen Abschnitte 
TOn b und c, so ist 



. folgt: 



= -K« + ^ + e), x:y = h:c 



(,a + h_±c)h 
^-- 2(b + c)""' 
was nach § 28, 2 a zu zeichnen ist. 

4. Aufgabe. Gegeben ist ein Meckteck; man soll ein Quadrat 
suchen derart, dafs die Flächen beider Figuren sich me ihre ütnfänge 
verluüten. — Die Rechtectseiten seien a und 6, die gesuchte Quadrat- 
seite sei = X. Dann mufs: 

x^ : ab ^ ix : 2(a -{- b), woraus x = " . 

6. Aufgabe. Ein hdiäjig gestaltetes Dreieck soll in nn Inhalts- 
gldckes gleickseiUges Dreieck verwandelt werden. — - Die Grundseite und 
Höhe des gegebenen Dreiecks seien g imd J 
des gesuchten x und !/, so ist g ■ h=^ x ■ ^ 
In einem gleichseitigen Dreiecli ist abe 
(§ 27, s. Zus.) 

somit ist 



Nun erhält man s 



■y.h. 




= 1 1/3 als Höhe eines ^'»- ^^"■ 

gleichseitigen Dreiecks, dessen Seite g ist, und hieraus y. 

6. Aufgabe. Mam soU ein Dreieck parallel zu einer Seite in 
einem gegä>enen Verhältnis p : q teilen. — Wenn x die fragliche Seite 

des abzuschneidenden Dreiecks ist, welche auf ^ .^^^ 

die Seite a des gegebenen Dreiecks fällt, s 
mufs nach §26,5 das Verhältnis bestehen: 

x^ : a" = p : (p -\- q), 
x' = — -. — a ■ a, 
p 
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Man teilt also a im Verhältnis 2> : (^ + 9) und zeichnet dann x 
gemäfs dieser Gleichung. 

7. Aufgabe. Man soll ein Trapez parallel m den Gnmdseitm in 
gegebenem Yerhältms p : ä teilen. — Eä seien S und C die beiden Teile 

derart, daTs B : C = p : q (z. B. 5 : 2). Man ,, .,^ 

ergänzt das Trapez durch das Dreieck Ä zu /' ,,^it. 

einem Dreieck; wenn dann a, «;, b die ent- 
sprechenden Seiten der ähnlichen Dreiecke 

^. (^ + -B), (^ + -B + C) 
sind, so verhält sich 

■^^'''■' Ä+B- ^^' 

ferner: (A -^ Ji) : (A -j- B ^ C) = x^ : b' 

Aus beiden folgt: jj ^ä _ ^3 „ 




Wii-d noch 






gesetzt, 






_ yi^ _ ßä. 



' p + 1 ' 

Zeichnet man daher aus 6 und a das rechtwinkelige Dreieck QRS, 
so ist die Seite Q8 = yb^ — ab- 

teilt man letztere im gegebenen Verhältnis: 

Qy:rS=p:q 
und zeichnet das Mittelglied i/ zu QV und QS, so erhält man dann 

Löst man dagegen obige Gleichung auf, so fuhrt dies zur Zeich- 

P+i P+1 
S. Autgahe El ist ävrdt eiMtt gegebenen Punlt P eine Geritäe m 
stehen, uelche mti den Srhenleln evnes nach Lage und Gtö/s< gegebenen 
Winkels ein Dteiseit von bestimmtem Flächentnkalt T bildet Die ge 
gebene Fläche läfst sich darstellen (Fig 133) als em PaiaUelogramm 
OQS*i, dem dei gegebene Winkel angehört mnd m dem dei gegebene 
Punkt P aut einei Seife Sf< hegt, er teile diese Stifcke m JtP ^ a 
und PS = & Ist XPY die fragliche Gerade, welche Qlt in Z tiefte, 
so niufs A SPZ = SPY+ XQZ 

sein, (oder A BPZ^ = SPY^ + X^QZ,) 
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Vin, Kap. Shreckeji und Fläche des Dreiecks. 



somit nacli § 26, S, Zus. 



^h\ 



Die entgegengesetzten Zeichen entsprechen den 
Richtungen, in denen QX YOn Q aus angetragen 
Lösungen sind also zulässig. Wenn P im Winlcel- 
raum seihst liegt (Fig. 133a), so ailt stets X, 
zwischen und §, da y^-—& <,a -\- J>. 

Liegt dagegen P aufseciialb des Winkels (Fig. 
133b), so wird X■^ auf die Verlängerung von QO 
fallen, da für «> & auch "j/ö^"^^^ > « — &. 

Das Dreieck wird in diesem Fall im Scheitel- 
winkel des gegebenen Winkels erhalten; PX, wird 
nämlich auch die Verlängerung von SO treffen, da 
ya^ — h^ < a ist. 

Beide Werte fallen in einen zusammen (Fig. 
133c), wenn a =^ 6 ist, x ^ 0. Es wird dann das 



entgegengesetzten 
kann ; beide 





kleinste Dreietli QOY abgesihnitten, das den Bedingungen der Aufgabe 
genügt, irgend ein andere'i Dreieck OY^X^, dessen Seite Y^X^ durch P 
geht, übertrifft jenes um tsQX^Z^. Wäre nun a < B, PIt<:SF, so 
wäre ein kleineies Dieieck als QOY abzuschneiden, was unmöglich ist. 
Dies ergiebt sieh auch sofort daraas, daib dann "|/a^ — b^ imaginär wäre. 
9. Aufgabe Hs iit ein re<MwMcetiges Dreieck m eeü^en, von 
welchem die Differenzen dj imd d^ 0ms<^en der Hypotenme und je einer 
Kathete gegeben smd Die beiden Katheten seien x und y, die Hypo- 
tenuse e, so ist 
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VTII. Kap. Streokon und Fläolie des Dreiecks. 
3 — a; = i?j , 3 — • V ^ '^ii 



g = rf^ -f- da + 1/2 d^j 
y = (7^ 4- >/2^^, 

Ml = yTt^ 

zu zeichnen ist. Da in einem Dreieck eine Seite gröfser a,ls der Unter- 
schied der beiden andern ist (I. Teil § 18, 4a), also 

so sind hier nur die oberen Zeichen zulässig, — Die Gleichung zweiton 
Grades für s stimmt aber überein mit: 

(". "')" + R"«r-^'. 

was den Katheten 

X = dy — s, y ^^ d^ — e 
oder 

z + x = d^, 2 + y = '"^ 
entspricbt; das negative Zeichea in z entspricht daher der Aufgabe, wenn 
die Summen der Hypotenuse und je einer Kathete gegeben sind: 
s = (l^-\- d^ — y^^^ X = y^d^ — d^, y = y¥d^s — d^. 
Hier kann nur das negative Zeichen gelten, weil der Annahme nach 
s < Äj. oder d^ ist. Es mufs aber hier 

und somit j ..- j 1 j i/K","~J" 

d^ — d^<,d^-\- d^ — y^ d^ d^ 

sein oder 

y2dj^d^ < 2ds, d-, < 2d^. 

Zusatz. Die obigen Werte für x^y,z werden rational, sobald 

Y^dJ^ 
es ist. Setzen wir 

rfj = 1 , d^ = 2j/, 
so ist 

.'/=! + 2i», 
d. i. irgend eine ungerade Zahl; somit 

, _ 2J,. + 2, _ (iJ+il'j^ _ »' -i, ,_, + !_ y'-p . 

Dies giebt die Regel des Pythagoras zur Auffindung sogenannter pytha- 
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112 Vni. Kap. Strecken und Fläche des Dreiecks. § 39. 

goreischer Zahleudreiecie, d, h. solcher rechtwinkeliger Dreiecke, deren 
Seiteülängen ganze Zahlen sind. — Setzen wir 
(7j = 2, dg =J*^, 
so ist: 

^ = 2 + 21» = 2 (li + 1) = 2m, 

d. i. irgend eine gerade Zahl, 

^_j,.+ 2j,_(y+l)=_l-(|)'-l, ,_«+2-(f)' + l. 

Dies führt auf die Regel des Piaton zur Lösung der genannten Aufgabe. 

10. Aufgabe. .Es ist em rechtmfikeliges Dreieck m mchnen, von 
welekem eme Kathete a imä das Verhältnis dmselbm aum JJnte^-schieä der 
beiden andern Seiten gegeben ist q_:p. 

Die andere Kathete sei ö, die Hypotenuse e, also 



wobei p <.q sein mufs, damit c — ö < « ist. Da nun 

c'-b'-(c- S) (<! + S) - «', 
so ergiebt die Teilung 

^ P 

Teilt man a nach den betreffenden Verbältnissen , so erhält man aus 
(c — h) und (c + ö) die Werte für c und h. 
Die Berechnung ergiebt übrigens auch 

2 äp ' 2 3 JJ 

Man zeichnet hier zunächst den Faktor von a nach § 28, C als Strecken- 
Verhältnis. 

Zusatz. Die letzteren Gleichungen können dazu dienen, die Aufgabe 
„pythagoreische Zahlendreiecke 7,u finden" allgemein zu lösen. Setzen 
wir nämlich a = 2pq, ao wird 

h = q^ — p\ c^ = (f ^ p^, 
wobei g und p als ganze Zahlen gewählt werden, z. B.: 

q^2, j3^1, daher: a = 4, & = 3, c = 5; 
g = 3, j) = 2, daher; a = 12, ii == 5, c=13. 
Will mau hierbei nur solche Zahlen für et, ii, c erhalten, deren gröfstea 
gemeinsames Mafs die Einheit ist, so dürfen p und q keinen gemeinsamen 
Teiler haben, und es mufs eines von beiden als gerade, das andere als 
ungerade Zahl gewäjilt werden. 

Fügt man zwei solche pythagoreische Dreiecke, welche in einei 
Kathete übereinstimmen, mit eben dieser Kathete zusammen [wie z. B. 12, 
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§ 29. 30. IX. Ka.p, Regelmäfsigc Vielecke und Kreis. 113 

9, 15, die Dreifachen von 4, 3, 5, und 12, 5, 15], so entsteht ein schief- 
winkeliges Dreieck [mit den Seiten 15, 13, 14 oder 15, 13, 4], desseu 
Höhe eine rationale Zahl [12] ist, so dafs auch die Werte für den Inhalt, 
den Halhmesser des ein-, an- und umbeschriehenen Kreises rational sind, 
wie aus § 27, 3, 5 und 6 ersichtlich. 



Neuntes Kapitel. 

BereßhnuDg von Umfaiig und Inhalt des regelm&fsigeu Vielecke 
und des Kreises. 

§ HO. Das dem Kreis einbeschriebeite regelmäfsige Vieleck. 

1. Teilt man den Umfang eines Kreises in n gleiche Teile, so 
bestimmen die Teilpunkte ein gleichseitiges »-eck; ehenao sind die 
Winkel dieses n-eeks einander gleich, da sie TJmfangswinkel zu 
gleichen Teilen (■^^^) des Umfangs sind (I. Teil, § 42, i). 

a) Jim dem Kreise einbesdmehenes glddhseitiges Vieleck istregelmäfsig. 
Zeichnet man in ii-gend welche Kreise je ein regelmäTsiges «-eck, 

so sind diese Figuren einander ähnlich, woraus folgt: 

b) Das Verhältnis der n-echseite zum Salbmesser des umheschrie- 



2. Zu den n gleichen Seiten des regelmäfsigen K-ecks ge- 
hören gleiche Mittelpunktswinkel; jeder einzelne solche Winkel ist 
gleich dem m"" Teile des Vollwinkels. Also: 

a) Zu der Seite des regelmäfsigen n-ecks gehört der Mittelpunlcts- 
. -, j iE aeo" 

wmicel — ■ = 

b) Zu irgend einem Bruchteil — des Umfangs gehört — ■ 360" als 
— ■ 180" als . 



3. a) Zur Seite s^ des regelmäfsigen Vierecks gehört der 
Mittelpunktswinkel 360" : 4 = 90*; somit geben zwei zu einander senk- 
rechte Durchmesser die Ecken des Vierecks. — Ist r der Halbmesser, 
so ist s/ = r" + r^, also St^r Y^. 

b) Zur Seite Sg des regelmässigen Sechsecks gehört der 
Mittelpunktswinkel 360" : 6 = 60"; die Summe der beiden andern 
Winkel des entstehenden gleichschenkeligen Dreiecks ist =^ 120", jeder 
= 60", also ist das Dreieck gleichseitig, und es wird S6 = r. Die 
Ecken des Sechsecks finden sich also durch fünfmaliges anschliefsendes 
Eintragen des Halbmessei^ als Sehne. 
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IX. Kap. Regelmäfsige Vielecke und Kreis. 



§ 30. 



c) Zur Seite s^^ des regelmäfaigen Zehnecke gehört der Mittel- 
punktswinkel J.CB = SöO» : 10 = 36"; die Siimme der Winkel bei 
Ä und B ist = 144«, jeder = 72» = 2 • 36". Halbiert „ 

man ^A durch ÄF, so ist ^ BAF = FÄC = ^d" 
und ^ AFB = 2 ■ 36" = ABF. Die Dreiecke BÄF und 
CAF sind also gleichschenkelig, CF = ^7^ = AB == s^f, 
und C^Boo^Bi^, somit: 7 i A?' 

CA: AB =^ AB -.BF oder »■ : 5,« = s^o : (r — sj, 
d. h. Sjp ist der durch den goldenen Schnitt bestimmte _^ ~M ~ 
grölsere Teil von r (§11,2). IMan zeichnet also mit x 

r und — als kleineren Seiten ein rechtwinkeliges Dreieck '*' 
(Tgl. Fig. 30 u. 137): der Unterschied der längsten Seite und ist 
dann s^q. — Die Figur ergiebt: 

(sio + f )' = '■' + {^\ d. i. = ^ , also: Si« = -^ (j/S - 1). 

Zusatz*): Einführung von sin« und cos«. 

a) Die Zahl, mit der der Halbmeäser »■ zu Tervielfaehen ist, um eine 
Halbsehne {CE = «/) zu erhalten, helfet der Sinus des Mittelpunkts- 
winkels et dieser Halhsehne; also ist j/ = reina. 



OE 



CD 

'FC ' 



CD 



Da nun sin c 
also CD == 2r sin « = 2f sin CFD, 

so gilt: Der Sinus eines Umfangswinhels ist die 
ZcHü, wii d^ der Durchmesser m vm-oielfadtem. ist, 
um die gegen&ierUeg&nde Sehne m ehalten. 
Damach ist s„ = 2r sin — - • 




s^= '.irsin45» = r>/2, 

Sg = 2r sin 30" = /, 

s,o=2rsinl8" = -^(l/5 — l), 

b) Die Zahl, mit der der Halbmesser 
Abstand (ME = x) einer Sehne vom Mittelpunkt 



Sin 46" = i 1/2, 
sin 30»= I, 

sinl8« = i(l/5-l). 
■ zu -vervielfachen ist, ur 






i Mittelpunkts Winkels a der Sehne; x = r cos a. 
Für die m-eekseite ist a;„ = r cos — — ■ 

^ JHJE FD 
Da cos c ^ — = jg^ = -pYj-j "■Iso *'D = 2r cos a, so gilt: 

Der Cosinus eines Umfangsumkels zwischen emer Seime tmd einmt Durcli- 
messer ist die Zahl, mit der der Durchmesser m vervielfadten ist, um diese 
anläegmde Sehne mi erhalten. 



') Die goniometrisohei 
und später als Zusätze zu { 



Zusätze 
35, 5 und § 



i diesem Kapitel können übergangen 
6, 5 nachgeholt werden. 
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§ 30. IX. Kap. Regelmärsige Vielecke und Krfiia, 115 

o) Dil x^ -\- y^ ^ r^, also r^ sin^ a -{- r^ eos* a = r^, 
so ist Sin^ « + COS^ c = 1. (I) 

Hieraus berechnet man 

cos 45" = ]/l — siii^ iÖ» = ]/l'— T, COS 45« =ly~i, 

cos aO" = "|/r^^, COS 30" = 1 1/3, 

cos 18" = /l — ^ (6 — 2 ys) = i /lO + 2 y5 . 
d) Ferner ist (Fig. 135); 

^it/C£ = j3 = 90" — tt und CD = 2r cos ß = 2r sin a, 
FD = 2»-smj3 = 2r cosk, 
also COS ß = Sin (90» — «), sin « = cos (90» — «). (II) 

Z. B. sin 60» = cos 30«, sin 72" = cos 18», 

cos 60" = sia 30", cos 72» = sin 18». 

i. Aufgabe. Gegeben sei die Sehne Su eines Bogens CB; 

man soll die Sehne s, des doppelten Bogens CBD finden. ^ 

Da Dreieck CEBo^ACB, so verhält sich 

Ci::CB=^AG:AS 




oder f:Sa = y{2rf^Su^: 2r, 

also: -^'Sr = Si,y4r^ — Sj,^ 
oder S: = S„]/4 — ('^f- 

Die Formel ergiebt unter Benützung der Werte in 3, wenn 
Si ^ S„, Sil ^ Sa„ gesetzt wird: 

a) die Seite Sg des regelmäfaigen Dreiecks: 

Sj = ryi"-^ oder Sg = r)/^ [= 1,732 r]. 

b) die Seite s^ des regelmäfsigen Fünfecks: 



, - 5 (1/6 - 1) .1/4 -i^f^ - J ■ 1/(1/5 - l)i • l-l/lO + 21/5 



— J . 1^6 - 21/5 ■ 1/10 + 21/S — j ■ 1/40 — 8)/6 

oder s, _ J)/lO — 21/5 [— 1,1756 r]. 

Anmerkung, a) Es ist 

%' — X ('" " ^1^) ~ "f + T (" ^ ^1^') — '' + [^yiS ~2>/sf 
oder s? = r» + 4„. 
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116 IX. Kap. RegeLmäfsige Vielecke und Kreis. g 

b) Dieses Ergebnis läfst sich auct an der Fig. 137 gewinnen, 
CB = s^ und CA ^ Sj,, sein möge. Dann ist 



iJR 



21i 




also ^ MOB = ^; 

und wenn -^ CMA durcli MF halbiert wird, 

so ist auch -^ FMli = -^, somit sind FM 

und MG gewendet parallel im Zweistrahl B, 

folglicli (§ 9, l) BF:BM^BM:BO, 

oder BF-BC =Wm^. 

Weü aber auch -^ ABC= AGB =CAF Fig. ist. 

(denn .F liegt auf der Mittelsenkreehten au 

AG'), so sind ^B und FA gewendet parallel im Zweistralil C, folglich 

ist auch: _„ 

FC-BG=GÄ . 

Also wird {BF + FG) ■ BC oder BC^ = BM^ + "GA^, 
d, h. wieder Sj^ = j-^ ^ s^^a_ 

Zusatz- Formel für sin 2a. 

Setat man in obigerVerhältmsgleichung(Pig.l36) CE:CB = ÄC:AB 



die Werte ein 

GE = r sin «, Cif = 2»- sin -° 



^C = 



so folgt: 



= 2 sin-g 



Man kann diesen Zusammenhang auch für Winkel ¥on doppelter Gröfse 
ausdrücken: 

8iii 2a ^ 3 sin ß cos «. (III) 

Diese Formel ist ein Ersatz der obigen Formel für Sj. Z. B. ergiebt sich 



.^■)/3 = ^-|/3, also s 



Vi. 



aber sin 60« = 2 sin 30" cos 30** 

Ebenso; % = 2/ sin ^ = 2r sin 36°; 

aber sin36"= 2 sin IS« cos IS*» = 2 ■ \V & — ^Yb ■ \V 10 + ^yt 



= lVlO — 2y5, also % = ^-^lO — 21/5. 

5. Aufgabe. Gegeben sei die Sehne Si eines Bogeiis; man soU 
die Sehne s^ des halben Bogens (oder aus der Seite des regel- 
1 die Seite des regelmäfsigen 2n-ecka) finden. 
Es ist (Fig. 136): 

GB^ = ASEB oder s,,^= 2r(r — x), wobei 
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x^EM^ 'v/r^ — (^y = y 1/4 ~ (^y, also: 

|s„^ = 2r^-,-^-"|/4 — ('^y oder s?, = ,■ .1/2 ~|/4 — (j)'. 

Die Formel ergiebt unter Benützujig der Werte in 3, indem man 
für s, = s„, Sil = San die Werte einsetzt: 

a) die Seite Sg des regelmäfsigen Achtecks: 



Sg = /■ . 1/2 — ]/4 — 2 oder ss = »■ 1^3 — ^3 [= 0,765 r]. 

b) die Seite s^^ des regelmäfsigen Zwölfecks: 
s^^ =rV2-~ YÄ^I oder sia = »• V 3 — -j/S [= 0,524 r]. 
Zusata. Formel für sin -„ und cos-q- 

a) Führt man in die Gleichung C£^ = AB ■ ÜB die Werte ein: 
AB = 2r, OB = 2rshi'^, i:M = roosa, EB = r {l — cos ti), 

so folgt: 

2 sin® ~ = 1 — COS «, (IV) 

welche Formel jene Gleichang für Su ersetzt. Es ist hiernach: 

Sg = 2r sin22-|", wohei sin ^S-^:» = y^—Z^^^ = ^1/2 — "|/2. 

Sia = 2r sin Ib'^, wohei sin 15" = j/ l - "oa 30" ^ ^^j/^ _ y- 

b) Indem man in Formel IV sia^ ,-- ^1 — cos^ — setzt, ergiebt sich 



Die 



! Formel ergiebt sich auch wie Formel IV ; 



i der Gleichung: 



AC =^ AB ■ AE. 
Somit ist 

6. Es ist i'^ =1 — jJ^j . Wenn man also 
von einem Punkt eines Kreises aus Sg und Sjq 
als Sehnen einträgt (Fig. 138), so erhält man als 
Unterschied der zugehörigen Bögen den 15'*" Teil 
des Umfanges ; dessen Sehne ist also die Seite 
mäfsigen Fiinfzehnecks. 
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■ Vi^'Y-s,,'. 

werden hier die Werte von 



IV. Kap. Regelmüfsige Vielecke und Kreis. g 30. 

den ptolemäischen Lehrsatz 



Zur Berechnung von s,^ wendet 
an (§ 27, 7) 




und Sg eingesetzt, so folgt: 
s,5 = -^ . [yiO +21/5 — yTö + ys] [= 0,416 r]. 
Zusatz;. Formeln für sin(a-f|3) und cos{« + /3). 
Trägt man in einen Kreis an den Grenzpunkten eines Durchmessers 
d zwei Winkel a und ß an, so entsteht ein Sehnenviereck ÄBCB (Fig. 139), 
auf welches man den ptolemäischen Lehrsatz (§ 27, 7) anwenden kann. 
Das Antragen der Winkel kann auf Tier Arten geschehen; stets ist 
Bö ^ ä ■ sin« und AC = d ■ cos«. 

1. Fall: Beide Winke! werden am seihen 
Grenzpunkt auf verschiedenen Seiten von d an- 
getragen. Dami ist 

i7D = rfsin{« + /3), BD=^äsmß, J.J> = ricosß; 
somit: d-dsm(a •{- ß)^dsm<f duo^ß a. 

-(- d cos ß ■ d sin ß oder: 

8m(ß+ß)^sinc.cos(3+cos«.sIii^.(Vla) 

2. Fall: Beide Winkel werden am selben 
Grenapunkt auf einerlei Seite von d angetragen. 
Dann ist: 

CD^dsin{a — ß), BB^^dsiaß, AB^dmsß 
somit: d-d^ia{cf — (3) ^ Äsin a ■ (^cos/3 ft, 

— dcoSß- d sin|3 oder: 

sm(« — |3) = 8inß.c08^ — cosß.siiij?. (VIb) 

3. Fall; Die Winkel werden an beiden Grenz- 
punkten auf einerlei Seite von d angetragen. 
Dann ist; 

CD = cfoos(« + ß), BD = dcosß, ÄI> = dsmß, 
somit: 1? ■ i:!cos(a-f-^) = (^cos q- iJcos|5 c 

^ dsina-d sin ß oder : 

C0S{ß-|-j3)=cos«.c08^ — sma.siiijS. (Vlla) 

4. Fall: Die Winkel werden an beiden Grenz- 
punkien auf verschiedenen Seiten von d ange- 
tragen. Dann ist; 

CD^^dcosia—ß), BD = d(i06ß, AS^dsmß, 
somit; d- dcos{a — ß) = dcosa- cosß *^ 

-|- (?sinß- d sm.ß oder: 

C08{« — ß)=COSa.C083+8iiia.sm^. (VUb) 

Beispiel: sinl5'' = sin {45" — 30") Fig. m 

= sin45'>-eos30''— COS45"- sin 30'>=iy2 41/3 — ^1/2 4==^ ()/<i—y'2). 
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Dieser Wert geht in den in 5 Zus. a berechneten über, wenn man ihn 
zum zweiten Grad erbebt und wieder die zweite Wurzel auszieht. — Ferner: 

sinl2" = siii(30''- 



) = i ■ iVlO + 21/5 - il/S - i(]/5- 1) 

= \ ■ [y'io + 2 "|/5 — yiö 4- ys] = 0,208, 



= 2r sin 12" sich ergiebt. 

viederholte Halbierung des Bogens oder rechnend 



7. Durch 
unter Anwendung der Formel in 4 örhUlt man die Seitön der Viel- 
ecke, deren Eckenzaiil 1 ■ 2", 3-2", 5 ■ 2", 15 ■ 2° ist. 

Anniertung. Seit Euklid (300 v. Ohr.) waren dies die einzigen 
a Vielecke, welche man durob Benützung tjob Gerade und Kreis 
Q und auch zu berechnen wufste, bis im Jahre 1801 K. F. Gaufs 
afs mit diesen Hilfsmitteln jedes Vieleck von (2" -\- 1) Seiten 
t werden kann, wenn diese Zabl eine Primzahl ist, wie 2*+ 1 = 17, 
2« + 1 = 257. 

8. Aufgabe: Zu einer gegelenen Strecke als Seite ist ein regel- 
mäfsiges Vieleck su seichnen. Dies kann man, wenn es sich um eines 
der betrachteten Vielecke handelt, stets dadurch ausführen, dafs man 
aus der Formel für die Seite den Halbmesser ausrechnet und den 
Ausdruck zeichnet (nach § 28), — oder indem man ein : 
Vieleck von der angegebenen Eckenzahl in 
hierzu das ähnliche mit der gegebenen Seite, 
Ganz einfach ist übrigens die Zeichnung des 
regelmäfsigen Drei-, Vier-, Sechs-, Acht-, 
Zwölfscks; bei Acht- und Zwölfeck han- 
delt es sich nur um die Zeiehnimg des 
Aufsenwinkels (von 45" und 30"). Im regel- 
mäfsigen Fünfeck ABÜD (Fig. 140) ist 
-^ ABB = J-l-ö- = 36"^ somit verhält sich 
(gemäfs 3,c) AB : AD = AD : {AD — AB), 
und man erMlt AD aus AB ^ s^ nach 
§11, 2a, 

Das regolmäfsige Zehneck über AB 
als Seite erhält man durch den Kreis, der aus D 
vm. AB beschrieben wird. 




ttelpui 



§ 31. Das dem Kreis nmbescliiiebeiie regelmäfsige Vieleck. 

1, Das einem Kreis umbeschriebene regel- 
mäfsige w-eck wird erhalten, indem man in den 
Ecken des einbeschriebenen M-eeks die Berühren- 
den zeichnet, oder indem man sie parallel zu dessen 
Seiten zieht (P''ig. 141). Es sei DE = t^ eine 
Seite des umbeschriebenen )j-ecks; sie sei parallel 
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120 IX, Kap. Eegelmäfsige Vielecke und Kreis, 

der Seite BC = s^ des einbeschri ebenen. Dann verhält sich: 
DE:BG= MA : MF oder i„ : s„ = »- : "[/r' — (.%) , 



also 



i„ = " ■■- oder U = 



Beispiele. 



•) 


'. ^^, 




oder 


4 _ 2r>'.l 


l) 


• y4 ^ 1 y.1 


.2r.l, 


oder 
A~f?„der , 


4_-|(--|/3. 
!„-2.(2- 



Zusatz. Einführung von tga und cotgK. 

a) Äe ZaW, »W4( der der Halbmesser su vervielfachen ist, um die 
Strecke einer Bewahrenden m erhalten, die vom Halbmesser des Beri^rwngs- 
ptmMes imd einem zweiten StraM des MUtelpimMes 'begrenzt ist, keifst die 
Tangens des Mittelpiinktsumkels. 

AB-rit«, -l-'tg'"", ,„=.-2,tgH».". 



(Till) 
im besonderen: 



11/3 



lg 18" _ -ß^-j^ = i/ «^ _ i/l- t| _ VT^^,, 

yi0 + a]/5 Y 10 + 2J/5 K 5 + 1/5 "' ' 

■woraus dann i^ berechnet wird. 
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§ 31. 32. IX. Kap. Regelmäl'sige Vielecke und Kvcis. 1^ 

b) Der vmg^äirtt (reeipro"ke) Wert von Tangens heifst Cotangei 
des betreifenden Winkels: 



COlgß 



(IX) 



also (Fig, 141) MÄ^ AB tolgct oder r = ~-cotg^^- 
Zugleiek ist (nacb § 30, 311.): 

1/2+1, cotg 15" = -^=2 + 1/3, 



1 (90" 
Z. ß. ist cotg22-^'' 



ya — 1 ' ■'■■=- 2_-(/3 

also; ,_|,(-}/2 + l), r = -^(2+l/3). 

2. Aufgabe. Gegeben sei ein umbeschriebenes regelmäfsiges w-eck; 
man soll das umbesehriebene regelmäfsige 2«-ecli finden. — Man ziebt 
Tom Mittelpunkt aus nacb den Ecken des ersteren 
die StraUen und zeicbnet in deren Scbnitt- 
punkten mit dem Kreis dessen Berübrende [z. B. ^'' 
(Fig. 142) fftr ML in C die UYXML'] je / 
bis Kuin Durcbscbnitt mit den Seiten des »j-ecks. ! 

Zur Berechnung von (a„ benützt man \ 
A ULY <^ ALB, also \ 

UY:AB^ UL:AL 

oder hn ■■ s, = ^ — : -^, 

woraus i^n ■ t^ ^ s„- (f„ — t^^) oder i2„ = — - 

Zusatz. Demselben Zweck entspricht die Fonnel: 




§ 32. Umfang der regelmäfsigen Vielecke und des Kreises. 

1. Aus den in § 30 und 31 angegebenen Werten für s„ und i„ 
lassen sich der Umfang e„ des ein- und der Umfang M, des umbe- 
schriebenen iv-Ecks bereclmen. Es ist nämlich: 
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IX. Kap. Regcimälsige Vielecke und Krei 



Beispiele 
messere d ersetzt 
e, — S.ys 

^6 = 6 ■ '■ 


wobei 
wird) 


der Halbmesser j- durdi die 

= ^,598^1/3 =3-2»-l/3 
= 2,828 <? w^ =4 . 2r 
= 3,000 rf »6 = 6-^rl/3 
= 3,106 rf i(jg= 12 ■ 2r(2 
= 3,133 dl «24 
= 3,139 d u^ 
= 3,U1 dl «86 


Hälfte 


des Durct- 

= 5,196 d 
= 4,000 d 
= 3,464 d 




:yf 


= 3,215 tl 
== 3,160 d 
= 3,146 d 
= 3,143 d 



3. Es sei (Fig. 142) AB die Seite des einbeschriebenen w-eeks, 
AC die des 2n-ecks. Dann ist 

AC+ C£> AB oder 2 - s«, > s„, 
also siuch w ■ 2ö'j„ > jJSa, d.h. es«>e„. 

Es sei femer J.i die halbe Seite des nmb es ehr i ebenen );-ecks, 
AU die des 2M-eeks. Dann ist UC <. UL, also: 

AU+UG<AL oder hn<\, 

also auch « ■ 24« <.n ■ t„, d. h, Mg^ < m„. 

J)er Umfmtg da eMesdtriebenen regelmäfstgen 2n-ecks ist gröfser 
als der des n-ecl--, dei Umfang des umbesckriebenen regehnäfsigen 
2n-ecÄs ist Ideinei als det äts n-ecks. 

3. Der Umfang des Ginbeschriebenen Vielecks ist um ao gröfeer, 
je mehr Punkte et mit dem Ereise gemeinsam hat. Läfst man die 
Zahl dieser Punkte unhcschiankt wachsen, so ergieht sich, dafs der 
Umfang des Kreises selbst gröfaor ist als der jedes einh es chri ebenen 
regelmäßigen Vielecks. Dagegen nimmt der Umfang der umbeschriebenen 
regelmäfsigen Vielecke mit der Zunahme der Eckenzahl ab; hieraus 
folgt, dafs der Kreisnmfang kleiner ist als der jedes umbeschriebenen 
regelmäfsigen Vielecks. Der Umfang des Kreises M liegt daher zwischen 
öb und M„, und er ist ein Vielfaches des Kreisdurchmessers d, das man 
durch jr (jTEptgjf'p«« = Umfang) zu bezeichnen pflegt. Also: 

ji ist die Zahl, mit der man dm Durchmesser m vervielfachen hat, 
um den Krdswmfa/ng su erhalten. 

Da einerseits e^ = 6/ = Zd und anderseits «^ = 8r = Ad, so ist 
3<3r<4. 

Wie man ans den Beispielen in 1 erkennt , erhält man % 
zwischen engeren und engeren Grenzen eingeschlossen, wenn man die 
Umfange von Vielecken mit stets gröfser werdender Seitenzahl be- 



y Google 



§ 32. TX, Kap. EegelnUiJsige Vieleclie und Kreis, 123 

rechnet. So fand schon Ärchimedes (gest. 212 v. Chr.) durch Vor- 
dringen bis ziim 96-eck: 

Annähernd ist also: 

,=^ = 3,U. 
Dann ist der 

Kreisumfang u^ctd oder ?( = 3;Tr. 
Zusatz. Berechnung von n aus den Winkelformelii. Es ist 
■L. B. ßgo = rf - 60 ■ sin 3", m^o = d • 60 ■ tg 3". 

Nun ist (§ 30, eVIIb): 

cos 6* = cos (36* — 30") = cos 36" cos 30" + sin 36" sin 30" 



= i(l/l5+l/3+yi0-2y5). 
Nun ist: "[/iS = 3,872983 
yä = 1,732051 
Vw — ^Yb = 2,3511'tl 
also: cos6" = J • 7,956175. Ferner (§ -SO, 5, IV imd V): 





smS» 


^yi-r 


'=y- 


— 7,956175 








= iy'0,043825 






eos. 








= 0,052336 






-V'+r'' 


-v- 


-1- 7,856175 
16 


= iVl5,956175 














= 0,99863 






tg3" 


0,052336 
0,99863 


0,0524. 








Somit: 




60 ■ sin 3" = 


= 3,140, 


60 ■ tg 3" 


= 3,144 










3,140 <n< 3,144, 




noninj 


im Mittel Ä = 3,142 folgt; 


dies giebt 


den ümfaag um ■ 


weniger 


»"' iSiö *» 


Durchmessers 


ungenau. 


Es ist 


nämlich auf acht 


Bruch- 


stellen 


genau 













n == 3,14159265. 

Geschichtliche Anmerkung. Pfcolemäus (150 n. Chr.) berechnete 
die Sehnen und die Zahl n in der Weise, dafs die Bmehteile wie bei der 
Winkelmessung in 60'"' und 60 - öO'*^' der Einheit ausgedrückt wurden; 
er fand ;[ = 3 + ^ + -w^qr (= 3,14166). — Noch etwas genauer ist 
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IX. Kap. Begelmäfsige Vielecke imd Kreis. 



1 111 b ut t 

End 1 16 J li hu d 
w 1 h j d B Imf w 

tu L d It C 

3 1 t t f 35 t 11 n 

ml h r d Lud If h 
b kannt n Adn n M t 

nd nd n j Z hl 






Erst gegen 
Genauigkeit berechnet, 



. Ib t fft: von Vieta (1579) auf 10 Bruch- 
1 ( pr. Cola, 1540—1610) auf 20, dann 
D 1 tztere Wert staad in seiner Grabsehrift 
Zahl — Adriaan Anthoniszoon (Vater des 
) t »d (vor 1589) « < 3^ und » > 3i|, 
d Nennern das arithmetische Mittel nahm, 



3^ od„ 



355 _ 
' 113 



3,1415929. 



Mit Hilfe ¥0n Reihen ist die Berechnung von ji noch weiter geführt 
worden. Als Irrationalzahl läfst sich n nie genau in Bruchteilen der Ein- 
heit ausdrücken. 

Lindemann bewies (1882), dafs w nicht Wurael einer Gleichung 
mit rationalen Koeffizienten sein kann; hiemach ist auch die im. Folgenden 
annähernd ausgeführte Gerad Streckung des Kreisumfangs und (§ 33, 3) 
die Darstellung des Kreisinhaltes als Quadrat durch Lineal und Zh'kel 
nicht vollständig genau ausführbar. 

4. Die Aufgabe: Eine Sirecke m zeichnen, welche gleich dem 
Umfang des Kreises ist (die Rektifikation des Kreises), Mst sich 
nur annähenings weise mit Lifieal und Zirkel 
lösen. Am einfachsten trägi man den Durch- 
messer 3|mal ab. Annähernd gieht auch 
Sj + Si = »- (1/3 + 1/2 ) = 3,146 r den halben 
umfang des Kreises. — Oder man zeichnet 
(nach Kochansky 1685) ^ BMC =30" und 
in S die Berührende CL "^ 3r; dann ist ÄL 
\\ngefähr gleich dem Halbkreis, weil 0£=^l/3, 




BL = 



y(^3_l^) und AL = rVin-l — 2l/3 = 3,14150r, 



§ 33, Inlialt der regelinäfsigen Vielecke nnd des Kreises. 

1. a) Der Flächeninhalt E^ des einbeschriebenen und der Flächen- 
inhalt Un des umbeachriebenen is-ecks wird durch die nach den Ecken 
gehenden Halbmesser in « gleiche Dreiecke zerlegt. Wenn nun wieder 
s„ die Seite des einbesehriebenen «-ecks ist und Xn ihr Abstand vom 
Mittelpunkt, und wenn t„ die Seite des umbeachriebenen w-ecks be- 
zeichnet so ist z. B. 



ys, 



iv^. 



. - 1 yio + syb, 
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§ 38, IX. Kap. Regelinäfsige Vielecke und Kreis, 125 

x,^ = -^V2 -{-Y'S, , . . und allgemem x^ =yr^ — C-f\ . Deshalb 

ist: „ ««'S, , „ *„»■ 

E^^n • -^— and tT, == w ■ -—- ■ 



Beispiele: 

Ej = ^y^ = 1,299j 

E^ = ^r' = 2,000)- 

■^6 = ^V'i = 2,598 r 

E^^ = 3r^ = 3,000 f 



U, = 3r^|/3 = 5,196r 

U^ =4r^ = 4,000 r 

Ug = 2j-^"|/3 = 3,464 r 

Ui^ = 12/^(2 — ys) = 3,215r 



b) Es ist auch 
E„ = ^ ■ a;« = 2 ■ x„ und tr„ = -^ . r = ~ - »-, d. h.: 

Der Inhalt eines regelmäfsigen Vielecks ist gleich dem Produkt 

aus seinem halben Umfang und dem Abstand seiner Seite vum 

Mittelpunkt. 

Zusatz. Es ist: 

n ^ . 180" 180" Mr' . 360" 
i„ = -r- ■ 2»- sin — — ■ r cos =' — ;r- ■ sin — , 

^ ir „ . 180" o , 180" 

t/ „ == -g- ■ 2 »■ tg — — ^ wr' ■ tg ■ 

Z. B. .Eia = 6r^ ■ sin 30** = 3r^, 

yj^ = 12r^-tg30<'= 12r^(a— l/s). 
Wenn die Seite (« des w-ecks gegeben ist, so ergiebt sich der Inhalt,, 

indem man f ^ -^ ■ eotg in den Wert von U« einsetzt: 

,^ "^Kf « . 3 . 180" 

2. a) Der Inhalt J eines Kreises ist gröfser als der des ein- 
beschriebenen, kleiner als der des umbeschriebenen Vielecks. Mit 
dessen wachsender Seitenzahl nähern sich e„ und m„ dem Umfang u 
des Kreises, und der Seitenabstand von der Mitte nähert sich dem 
Halbmesser r. Deshalb wird schliefslich : 

, M 3wr , 

J = -g- ■ *" ^ ~ä~ ■ *"; also: 

Kreisinhalt = nr'^ oder ^ ji-y- 

b) Aus der Formel für den Kreisinhalt folgt: 
IHe Flächen swmr Kreise verhalten sich wie die Quadrate ihrer 
Halbmesser (oder wie die Quadrate ihrer Durchmesser). 
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126 IS. Kap. Regelm&Csige Vielecke und Kreis. § 33. 34. 

3. Die Aufgabe: Die Fläche eines Kreises in etn mhaltsgleiehes 
Quadrat su verwandeln (die Quadratur des Kreises) hat viele Jahr- 
hunderte die Menschen liesehäftigt, ohne zu einei Losung zu führen, 
so dals sie sprichwörtlich geworden ist. 

Da J = *^ . r, so ist der Inhalt des Kreises gleich dem ernei, Dreir- 
ecks, dessen Grmidseite gleich dem Umfaitg und <?essw Sbhe gl(i<h dtm 
Halbmesser ist. Hiermit ist die ' ' " 
auf die in § 32, 4 zurückgeführt. 

Die Quadratseite x =^y'~Ä~^^ 
nacli dem ägyptischen Wert für ^ 
ungefähr = | d. — Genauer ist folgende 
Zeichnung. Wird AF = ^ AB, BN und 
FL J_ AB gezogen, BI{=AF und, nach- 
dem ATN gezogen, VL = AF gemacht, so 
ist BL die Quadratseite. Es ist nämUch 




BF = ir, FV^i-ir = ^>^r, FL=^^r, 
B7> = (} J-)^ + (-3^ )■)" = \\\\ r^ = 3,14160 r^ (Baader 1880). 



§ 34. Teile des Kreisamfaiiges und des Kreisinlialtes. 

1. Aus § 30, 2 folgt unmittelbar: 

Ein Bogen (b) verhält sich siim Haliikreis (zr) wie sein Mittelpunkts- 
ivinkel {ß) m 2^(180"), d. h. 

Hieraus: \> = (^„ w) ■ r und (3 = ~ ■ 180«. 
Der Bogen zur Seite des regelmäfsigen w-eeks ist &„ = 

3. Aus dem Werte für 6 folgt, dafs die Lange eino Kreisbogens 
ein vom Winkel abhängiges Vielfaches des Halbmessers ist Die Zahl, 
mit welcher der Halbmesser vervielfacht werden imijs um (inen Bogen 
gu erhalten, heifst der Arcus des mgeJwrigetz Mittdpunktbwinleh , also 

Ist der Halhmessör =1, so ist 6 = 1- arc(), so dafs man auch 
den Arcus eines Winkels als die „Länge des Bogens beim Halb- 
messer 1" bezeichnet. 
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§ 34. IX, Kap, Regelmüfsige Vielecke und Kreis. 127 

3. Anwendung der Areustafel: a) Berechnung des Bogens 
zu einem Winkel. 

ßeispielr arc 3 S*» = 0,6632 

are 16' = 0,0047 

arc 20" = 0,0001 

"^c 38» 16' 20" = 0,6680. 

Liegt dieser Winkel am Mittelpunkt eines Kreises, dessen Halbmesaer 
r = 2ö cm ist, so ist der Bogen b zu 38'' 16' 20" = 0,6680 ■ 25 oder 
b = 16,7 cna. 

b) Berechnung des Winkels zu einem Bogen. 
Beispiel: Für r = 25 cm und 6 = 167 mm ist -^ = 0,668. 
0,6680 
0,6632 = arc 38" 1 



0,0048 I 

0,0047 == arc 16' 1 

0,0001 = arc 20" J 



also <^ /3 = 38" 16' 20". 



4. Unter Kreisausschnitt (Kreissektor) S versteht man einen 
Teil der Kreisfläche, welcher von einem Bogen und den nach seinen 
Grenzpunkten gehenden Halbmessern begrenzt wird. 

Aus der "Übereinstimmung der Ausschnitte eines Kreises, welche 
zu gleichen Mittelpunktswinkeln oder Bögen gehören, folgt: 

a) Mn KrdsaussckniU verhält sich mir Kreisfläche wie sdn 
Mittelpunktswinkel su ilR oder wie sein Sogen mm Umfang (oä^ wie 
(fer Arcus sdnes Winkels im 2 k). 

S : nr^ = (3 : 360 oder S : str^ = b : 2nr = arc |3 : äst, 

""^'•^ ^=36ü-'^*' =T = T'^'"'''^■ 

bj Die Flucht den Ereisausschmtis ist gleich dem halben Produkt 

aub Bogen und HaSnuesser. 

Sit v-t gleich det Fläche eines Drmecks, dessen Grundseite gleich 

dem Bogen und des-<en Hohe glei^ dem Halbmesser ist. 
Dei Kl eisausschnitt zum w*^" Teil des Umfanga ist: 

S„ = ^- 

c) In zwei Kreisen verhalten sich die Ausschnitte gldcher Mittel' 
ptmktswinkd me die Quadraie der MaVmiesser (oder Durchmesser). 

5. Unter Kreisabschnitt (Kreissegment) versteht man einen 
Teil der Kreisfläche, welcher von einem Bogen und seiner Sehne 
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IX. Kap. Regelmäfsige Vielecke und Kreis. 



§ 34. 



begrenzt wird. Seine Pläelie 27 {Pig- 145) ist gleich dem Unterschied 
des zugehörigen Ausschnittes S und des Dreiecks zwischen dessen 
Halbmessern und der Sehne. 

Der Kreisabschnitt zum w'^" Teil des Umfangs ist: 

wobei s„ und i£^ wie in § 83, i einzusetzen sind. 

Beispiel: £, = ^ - ^ ■ rY'd ■ \ = r^ (|- — \^ß\ 

Zusatz. Berechnung für beliebige Winkel. Zum Mittelpunkts- 
wintel |3 gebort der Kreisausschnitt Ä^-^ arc^ und das Dreieck, dessen 
Gmudseite r und dessen Höhe = r sin ^ ist; daher ist: 

2 = ^ (arc |5 — sin jJ). 

Der Absühnitt auf der andern Seite der Sehne ist: 

E, = nr^ - 2; = ;' (2« - arc ß + sin ß). 





6. Um einen Kreisbogen AB (Pig. 146) annähernd als Strecke 
darzustellen, teilt man ihn in kleine Teile, deren Sehnen sieh nur 
wenig von den Bogenteilen unterscheiden und trägt diese Sehnen auf 
einer Geraden, etwa der Berührenden AG an. Das A ACM stellt 
dann den Flächeninhalt des Ausschnitts dar, und wenn BF \\ MA, 
so giebt das A ACF die Pläche des Abschnitts. 

7. Die Bingfläche, welche Yon zwei Kreisen " ~ 
aus demselben Mittelpunkt und mit den Halbmessern 
JR und r begrenzt wird, ist 

Anmerkung: 1) Wird bei zwei Kreisen mit dem- 
selben Mittelpunkt die den kleineren Kreia berührende 
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IX. Kap. Regelmäfaige Vielecke und Kreis. 



129 



Halbaehne des gröl'seren durch s bezeiclinet, so ist die Ringfiäebe 
auch = 3t s^. 

2) Ist aber die Breite dieses Ringes '= d nebat R (oder r) ge- 
geben, so findet sich: 

Ringfläche = ad(2B — d) oder = xd{2r + d). 

8. Werden bei einem rechtwinkeligen Dreieck über dessen Seiten 
nach auTseit Halbkreise gezeichnet, so verhalten sich die Halbkreise über 
AB und AC (4c) wie J# ; ZC^ weil aber ZC*' + "ÖB^ = ZB^ so 




ist die Summe der Halbki-eisflächen über AC und CB gleich der Fläche 
des Halbkreises über AB. Nimmt man also von beiden die Fläche der 
Kreisabschnitte x und y weg, so folgt: 

U + ß-J. 

Zusatz. Die Aufändimg dieser Flächengleiehheit von mondförmigen, durcii 
Kreisbögen begreuzteii Figuren und einem Dreieck wird dem Hippokratea von 
Chio« (160 V. Chr.) augeschrieben. (Möndchen des Hippokratea.) 
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IV. Äbsclmitt. 



lieziehungen der Strecken and Inhalte geradliniger Figuren zn 
ihren Winkeln. 



Zehntes Kapitel. 

Die von den Winkeln abhängigen Gröfsen (Winkelfunktionen). 
(Goniometrie.) 

§ 35. Sinns nnd Cosinns eines spitzen Winkels. 

1. Emühtet man (Fig. 149) zu dem einen Schenkel eines spitzen 
Winkels a eine beliebige Senkrechte BC, so ^fet sich, zunächst durch 
Abtragen und Vergleichen annähernd, durch 
Messen und Teilen genauer bestimmen, wie- 
vielmal so grol's BC ist als AB. Die so 
gefundene Verhältniszahl mufs < 1 sein. Zieht 
man zu ^C weitere Senkrechte B^G^, B^G^, . . ., 
so haben die Verhältnisse .^, .'„ ' , . . . sämtlich 
den gleichen Zahlwert (§ 4,3). Man kann also 

irgend eines der entstandenen rechtwinkeligen Dreiecke auswählen 
sowie -^ a bestimmt ist, so ist auch jener Zahl- 
wert bestimmt. Er erhält den Namen*) „Sinus P""""\^ 
des Winkels «". Heifst nun im rechtwiukehgen " ^"^^ 

Dreieck die dem Winkel « gegenüberliegende Kathete ' -"->^ 

seine Gegenkathete, so gilt als Erklürung: ^' '' 




*) Die Entstellung des Namens Sinus ist höchst eigöntümlicher Art, zu- 
gleich eine Andeutung des Entwicklungsganges der Matlieni!i>tik luid des Eultur- 
zuBanmienhangeH Yerschiedener Völker und Zeiten. Griechische Mathematiker 
nämlicli (insbesondere Ptolcmäus, 150 n. Chr.) hatten zu astronomischen Zwecken 
die Gröfse der zu heliebigen Centriwinkeln gehörigen Sehnen berechnet; die 
unter Anregung griechischer Wissenschaft vielfach, selhstthätigen Inder (etwa 
600 n. Chr.) hatten die ganze Sehne durch die betreffende Halbsehne ersetzt, 
nützten aber den hierin liegenden Vorteil nicht aus. Erst die für die Entwieke- 
lung der Mathematik so bedeutsamen Araber thaten dies; sie übernahmen auch 
den indischen Warnen für Sehne, jiva, und schrieben denselben, wie sie ihn ver- 
standen, dschiba. Die Konsonanten dieses Wortes lassen aber auch die Lesung 



y Google 



[= 



g 35. X. Kap. Die Winkelfunktionen, 131 

Der Sinus eines spitzen Winkels im rechtwinkeligen Dreieck 
ist das Verhältnis seiner Gegenkathete mr Hypotenuse*) — 

-, Gegcnkatliet« 
Hypotenuse 

Der Sinaa eines Winkels ist also eine reine Zahl. 

2. a) In einem reciitwinkeligen Dreieck ist durch den einen 
spitzen Winkel k auch der andere ß = (90" — cc) bestimmt; letzteren 
hiefs man auch den Complementwinkel von «. Nun 
ist (Fig. 151): 

— = sin (3 = co(mpIenienti)siilu8 «. 
Nennt man die dem Winkel « anliegende kleinere 
Seite seine Ankathete, so gilt folgende Erklärung: 

Der Cosinus eines spitzen Winkels im rechtivinkeligen 
Dreieck ist das Verhältnis seiner Ankathete sw Hypotenuse — 
also: 

b r Ankathete 

COS ß — — 1^— Hypotenuse' 

Der Cosinus eines Winkels ist also eine reine Zahl, 
b) Hieraus folgt, dafs 

COS « = sin (90» — g) und siü « = cos(90"— «), d.h.: 
Der Oosvnus eines Winkels ist gleich dem ÄiwMs seines Ergämungs- 
wittkels mc einem Rechten (seines Complementwinkels). 

3. a) Ana 1 folgt: 

a = c . sin a und c = — 

Die erstere dieser Foimeln sagt 

JMe Gegenkathete ist gleich dein Produkt aus Hypotenuse und Sinus 
des Winkels. 

b) Aus 2 a folgt: 

b = <: . cos a und r, = 

Die erstere dieser Formeln sagt: 

Die Ankathete ist gleich dem Produkt aus Hypotenuse und Cosinus 
des Winkels. 

dschaib /u, welches ein wirklidies arabiaches Wort ist and „Einachaitt oder 
Busen" bedeutet. Nach des Orientalisten Munk Hypothese ist nun das eigent- 
liche Wort verloren gegai^en und nur das letztere erhalten geblieben; jedenfalls 
gaben die ersten Übersetzer arabischer Werke jenes Wort durch das lateinische 
Sinus wieder, und dieses blieb erhalten. 

•) Diese Bestimmuag ¥on sin«, sowie die folgenden Ton cos«, tg«, cotga 
können als Umformungen derer in den Zusätzen zu % .SO, s und § 31, i auf- 
gefafst werden. 
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X. Kap, Die Winbelfmittionen. 



§ 35. 



4. Da nun a ^ csin a, b ^= c eos «, und weil a* -j- ö^ = c^, so 
ergiebt sieh durch Einsetzung dieser Werte: 
sin «ä + cos^ «=1. 
Hiernach bann man, wenn eine der Zahlen sin o odei' cos a bekannt 
ist, die andere berechnen: denn: 



sin a = yT — cos^ a, cos a = ]/l — sin^ a. 

Ist z. B. sin a = 0,6, so ist cos a = yi^^Ö'SG = 1/0,64 = 0,8. 

ö. Für Winkel, die mit den halben Mittelpunktswinkeln oder 
den Umfangswinkeln der Seiten regelmäfsiger «-ecke Übereinstimmen, 
lassen sich nun die Sinus und Cosinus sofort angeben, sobald die «-eek- 
seite s„ und deren Abstand a:„ vom Mittelpunkt berechnet ist. Da 
iiämKch der halbe Mittelpunttswinkel des M-ecks = — ~ ist, so folgt 
aus § 30, 3 T 



Beispiele : sin 60» = ^ = -i- y3 = cos 30». 
sin 45" = |J- = -i yä ^ cos 45". 
sin 30» = ll = Y = cos 60». 
sin IS» = |5 = Kys— 1) = cos 73». 

Aus den in § 30, 3 bis 6 bestimmten Vieleckseiten ergeben f 
Zahlen werte: 



sin 12" = 0,208 = cos 78« 

sin 15« = 0,259 = cos 75» 

ein 18" = 0,309 = cos 72" 
sin 22^"= 0,383 = cos 67^" 

sin 30" = 0,500 = eos 60" 

sin 36" = 0,588 = cos 72° 

sin 45" = 0,707 = cos 45" 



sin 54" = 0,809 
sin 60« =0,866 
sin 6710 _ 0,924 
sin 72« =0,951 
sin 75« =0,966 
sin 78" =0,978. 



Sofort geht hieraus, sowie aus der Betrachtung der 
nebenstehenden Figur hervor: 

Der Sinus nimmt mit tvachsmdem Winkel zu 



Man ersieht hieraus femer, dafs bei gleicher 
Änderung des Winkels a (z. B. beim Verdoppeln) 
der Sinus sich nicht auch in gleicher Weise ändert, 
sondern schwächer wächst als a. Nähert sich a 
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einem ü, so nähert sich die Gegenkathete der Hypotenuse, und bei 90" 
fällt sie mit ihr zusammen; nimmt a ab und nähert sich 0", so wird 
die Gegenkathete unbeschränkt kleiner und verschwindet hei 0^. Auch 
in diesen zwei Grenzfallen spricht man vom Sinus; man setzt fest: 

sin 0" == und sin 90" = 1. 

In umgekehrter Folge ergiebt sich: 

cos 0» = 1 und cos 90" = 0. 



g 86. Tangens niid Cotangcns eines spitzen Winkels. 

1. In Fig. 149 Wst sich auch angeben, wievielmal so grols 
SC ist als AC, und die Verhältnisse -j^, -^jr , ■■■ haben alle 
den gleichen Zahlwert (§ 4, 3), und wenn ^ cc bestimmt ist, so ist 
auch dieser Zahl wert bestimmt. Er heilst „Tangens 
des Winkels «". Man erklärt somit; r\. 

Die Tangens eines spitzen Winkds im ** \. 

recMwinkdigen Dreieck ist das Verhältnis seiner s ^ 

Gegenkathete mr Ankathete — also: »ig. isä. 



tg« = -j 



[= 



Gegenkathete 
Ankathete 



Die Tangens eines Winkels ist also eine reine Zahl. 
3. a) Ganz wie in § 35, 2 ergiebt sich auch hier; 

— = tg ^ ^ co(mplementi)tangens « 

r: 

Ankathete 



COtg « = 7 



" (Gegenkathete ' 



D. h.: 

Die Gotangens eines spitzen Winkels im rechtwinkeligen 
Dreieck ist das Verhältnis seiner Ankathete zur Gegenkathete. 

Auch die Gotangens eines Winkels ist also eine reine Zahl. 

b) Aus a folgt: 

cotg« = tg(9Ü« — ß) und tga=cotg(90« — «), d.h.: 

Die Gotamgens emes Winkels ist gleich der Tangens seines Er- 
ganmmgswinlcels zu einem Rechten (seines Complementwinkels). 

3. a) Aus 6 folgt: 

a = & . tg et und b = r— ■ 

D. h.: Die Gegenkathete ist gleich dem Produkt aus 
wid Tangens des Winkels. 
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b) Ans 2 a folgt; 

b = a. cot« « und ra = -^^-■ 

D. h.: Die AnTcafhete ist gleich dem Produkt aus i 
und Cotangens des Winkels. 

4. Aus den Erklärungen in 1 und 2 a folgt, weil -. • — =1 ist: 

tg a . COtg « = 1. 

5. a) Wie die Sinuswerte aus den Seiten der einbeschriebenen 
Vielecke im Kreia (g 35,5), so lassen sich die Werte für die Tangens 
und Cotangens aus den Seiten der iimb es chri ebenen Vielecke berechnen. 
Ans § 31, 1 folgtt 

, 180" '„ , 180" 2)- 

b) Einfacher linden sich diese Werte, wenn man beachtet, dafe 
tK « -= -r = rrr t ^^Iso 



md dafs cotg a = — , also 

COtg „=51 

6. Ist z. B. sin ci bekannt, so folgt: 



Man erhält so eine Tafel für Tangens und Cotangens wie oben 
für Sinns und Cosinus. 

tg 16" — 0,268 — ootg 75» ^ tg 60» — 1,732 — cotg 30" 
tg 30" — 0,677 — cotg 60« j tg 76" — 3,732 — cotg 15". 
tg 46" — 1,000 — cotg 45" 

Die Tangem nimmt mit wachsendem Winkel m, die Cotangens ah. 

An den Grenzen der Gröfse eines spitaen Winkels ist 

tg 0" — i?-5' — I = — cotg 90", 

7. Durch die abgeleiteten Formeln läfst sieh jede der vier 
K, cos K, tg ß und cotg« berechnen, wenn eine gegeben. 
Ist sin K oder cos a gegeben, so wird nach 5b und § 35, 4 tg k und 
cotg Ci berechnet (vgl. 6), Soll umgekehrt sin oder cos eines Winkels 
durch dessen tg oder cotg ausgedrückt werden, so beachte man, dais: 
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"i— s— ^= -j-i = 1 + cotg^R, woraus 

^ 1 ^ tg <^ 

Die letzte Form entsteht aus der vorhergehenden, indem man 
Zähler und Nenner mit tgc vervielfacht imd 4 beriieksichtigt. Ebenso: 



8. Die Mathematik versteht unter „Funktion einer Grölse a^' 
jede Grröfse, deren Wert sich mit dem Werte von x zugleich ändert, 
a. B. x^, y 64. Die vier ZahlgrÖJsen sin «, cos «, tg «, cotg « ändern 
sich mit der Änderung von «; sie sind deshalb Funktionen von k 
imd heifsen auch kurz die Winkelfunktionen (goniometrischen 
Fimktionen), — Es heifsen auch sin « und tg a im engeren Sinne 
Funktionen, cos« und cotg« Cofunktionen. 

Znsatz, Wie cotg a als umgekehrter (reciproker) Wert von tg a, 
so wurde früher auch Seoans als umgekehrter Wert von Cosinus, Co- 
secans als der von Sinus gebraucht: sec c = , cosecK^-.-^- 



§ 37. Die Funktionen beliebiger Winkel. 

A. Bestimmung der Lage von Punkten der Ebene. 

1, Zur Bestimmung der Lage eines Punktes P einer Ebene 
wählt man in derselben eine Gerade XX^, die (erste) Axe (Grund- 
oder AbscJssenaxe) und auf dieser einen Punkt 0, den Nullpunkt, 
und giebt an, wie grofs für jeden Punkt P 
der Höhenabstand oder die Ordinate PÄ = y 
zur Axe und wie grofs der Abschnitt, Grund- 
abstand oder die Abscisse OÄ = x vom Null- 
punkt bis zur Senkrechten ist. Dieser Abschnitt 
ist zugleich der Abstand des Punktes P von 
einer zweiten Axe (Höhen- oder Ordinaten- 
axe) n"j, die im Nullpunkt senkrecht zur 
ersten Axe gezogen wird; x und y heifsen die 
Äxenabstände oder Coordinaten desPunktesP; 
XX^ und YY^ heifsen die Coordinatenaxen. 

Die beiden Axen teilen die Ebene invierFelder, Viertel (Quadranten), 
die wir in der dem Lauf des Uhrzeigers entsprechenden Reihenfolge 
abzählen, da in demselben Drehungssinn auch die Kreise der Winkel- 
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§ 37. 



mefsinstfumeiite geteilt sind Um dip Messungen vom Nullpunkt ab 
auf der Axe naeli entgegengesetzten Richtungen zu unterscheiden, 
werden die Abschnitte nach der Seite des ersten Viertels positiv, 
die entgegengesetaten negativ bezeichnet ebenso die Senkrechten 
auf der Seite der ersten Axe, auf der da*) eiste Viertel liegt, positiv, 
auf der entgegengesetzten &eite neffativ Hiernach ist; 



Viertel [ I , ü 


m 


IV 


Absoisse + — 


— 


+ 


Ordinate + + 


- 


~ 



Anmerknng. Auf diese Bestimmung der Lage der Punkte ist die 
von Descartes (gest. 1650) begründete sog. analytische Geometrie 
aufgebaut, 

2, Die Lage eines Punktes P^ ISfst sich auch bestimmen durch 
die Strecke OP^ vom Nullpunkt ab, den sogenannten l'ahrstrahl r^ 
von Pj, und durch den "Winke! «, um 
welcben eine Gerade von dem positiven 
Aienstrahl OÄ^ aus über das erste Viertel 
gedreht werden mufa, um in die Lage 
OP^ zu kommen. (Der Fahrstrahi und 
Winkel vereint heifaen die Polarcoordi- 
naten des Punktes P^.) 

Bei dieser Winkelbestimmung ergiebt 
sich, das für jeden Punkt im ersten, 
zweiten, dritten oder vierten Viertel der '''^- ^^''^ 

Winkel seines Fahrstrahles mit der Axe OA^ zwischen 0" und 90°, 
90° und 180", 180« und 270», 270" und 360" liegt; hiernach bezeichnet 
man Winkel von dieser G-röl'se als Winkel des ersten, zweiten, 
dritten oder vierten Viertels. 




B. Sil 



I und Cosinus. 



3. Liegt ein Punkt Pj im ersten Viertel (Fig. 155), 
L durch X, y,r gebildeten rechtwinkeligen Dreieck 



und 



cos ß =; ^ . 



Um nun nicht blofs bei spitzen Winkeln, sondern bei Winkeln 
aller Gröfeen Winkelfunktionen benützen zu können, erweitert man 
zunächst die in § 35 getroffenen Bestimmungen durch die folgenden 
Erklärungen: 

a) Der Sintis des Winkels eines Fahrstrahls mit der Axe ist 
das Verhältnis der Ordinate des Fahrstrahlptmktes zum Fahrstrahl. 
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b) Der Cosinus des Wi/nkels dnes Fakrstrakls mit der Axe ist 
das Verhälimis der Ahsmse des FahrstraJäpimktes mm FaSwstra'hl. 

Die Zahlwerte beider Functionen nimmt man positiv oder negativ, 
je nach der Lage der Ordinate und der Abscisse; dann giebt das 
Vorzeichen von Sinus und Cosinus auch Äufschlufs über diese Lage 
oder über die Lage des Fahrstrahls in den einzelnen Vierteln. 

Da sich das Zeichen des Sinus nach der Lage der Ordinate, dus 
des Cosinus nach der Lage der Abscisse richtet, so folgt aus der 
Anschauung (Fig. 155): 

Der Sintis ist positiv von 0* bis 180", d^ Cosinus ist posiHv von 
0" lis 90" imd von ISO** bis 270", im übrigen sind beide neguiiv. 

4. Um bei wachsendem Winkel die Wertänderung seines 
Sinus und Cosinus leichter beurteilen zu können, wählt man für alle 
Winke! gleiche Fahrstrahlen, (so dafs die 
Brüche, welche die Zahlen darstellen, gleich- 
namig werden). Beschreibt man nämlich 
um den Nullpunkt einen Kreis mit dem 
Fahrstrahl r, so geben die Ordinaten und 
Abscissen der durch diesen Kreis begrenzten JF— | 
Fahrstrablen die Gröfsenverhältnisse der zu- 
gehörigen Sinus und Cosinus an. Man er- 
kennt sofort: 

a) Der Si«MS wächst im ersten Viertel 
mit wachsendem Winkel von sin 0° = bis "^' '^'"''■ 

sin 90" = 1; im zweiten Viertel nimmt er ab bis sin 180" = 0, im 
dritten nimmt er negativ zu bis sin 270* ^ — l und im vierten ab 
bis sin 360" = 0. 

b) Der Cosinus nimmi im ersten Viertel mit wadisendem Winkel 
ab von cos 0" = 1 bis cos 90" = 0; er geht im zweiten Viertel von 
cos 90" = bis cos 180" = — 1, nähert sich dann im dritten 
wieder der NnU bis cos 270" = und wächst im vierten wieder bis 
cos 360" = 4-1. 

ö. Den Zusammenhang zwischen den beiden in 1 iind 2 ge- 
gebenen Bestimmungen der Lage eines Punktes geben die Gfleiehungen : 




indem immer die Zeichen von y und sin a übereinstimmen, ebenso 
die von x und cos «. 

Für alle zusammengehörigen, positiven oder negativen Werte 
von X und y ist nun aber 

x^ ■^'f = r\ 



woraus folgt, dafs ebenso 



ein gilt: 

4- cos^ « = 1 
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C. Tangens und Cofcangens. 

6. Liegt ein Punkt P im ersten Viertel, so ist 

ta; K ^ — und 

COtg o; = — . 

Wir dehnen nun den Begriff von Tangens und Cotangens (§ 36, 
1 u. 2) auch anf Winkel der übrigen Viertel aua durcli die Erklärung: 

a) Die Tangens des Winkels eines Fakr^aJüs mit der Axe ist das 
Verhältnis der Ordinate des FahrslraMpimktes su dessen Abseisse. 

b) Die Cotangens des Winlcels eines FcüwstrMs mit der Axe 
ist das Verhältnis der Ahscisse des FahrsIraiApanktes su dessen Ordinate. 

Haben x und y das gleiche Vorzeichen (beide das positive im I., 
oder beide das negative im III. Viertel), so ist Tangens und Cotangens 
positiv, bei ungleichen Vorzeichen negativ. Also: 

Tangens tmd Cotangms sind posiUv von 0" iis 90* und von 180* 
bis 270", im übrigen negaiiv. 

7. Zur Beurteilung der Wertänderung 
von Tangens wählt man für alle Winkel 
gleiche Äbscissen OA ^ OA^ (den gleichen 
Nenner für die Bruch werte), indem man die 
Fahrstrahlen durch die Ordinaten iu A und A^ 
begrenzt.- Verlängert man die Fahrstrahlen 
des zweiten und dritten Viertels bis zur Senk- 
rechten in A, so geben die auf dieser Geraden 
gemessenen Ordinaten sowohl über die Gröfse 
als über das Zeichen der betreffenden Tangens -p^^ ,^j 
Aufschlufs. Man erkennt sofort: 

Die Tangens wächst im ersten Viertel mit ivadisendeni Winkel 
von tg 0" = &is tg 90" = oo. Beim Übergang des Winkels durch 
90* springt die Tangens von + oo 
auf — oo, um im zweiten Viertel v 
tg 90" = — oo bis tg 1800 _ 
fallen; sie wachst dann im dritten Viertel 
von tg 180" = bis tg 270* = + co, 
schlägt hier in — tx) um und sinkt im 
vierten bis tg 360* = 0. 

Um die Werfcänderung der Cotangens 
darzustellen, ist eine unveränderliche Ordi- 
nate OS zu wählen und in D die Parallele Fig. iss, 
zur Ase au ziehen. Die durch den zweiten 

Schenkel oder dessen Verlängerung auf dieser Parallelen begrenzten 
Abschnitte versinnlichen dann GrÖfse und Zeichen von Cotangens. 




r / \ M 
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Die Cotwngens nitmni im ersten V'krtel mit wachsendem Winkel 
ab von cotg 0" ^ oo bis cotg 9(P = 0. Sie nimmt im zweiten Viertel 
im negativen Sinne zu bis cotg 180" = — oo, springt hier auf + oo 
über, nimmt im dritten Viertel ab bis cotg 270" = nnd steigt von 
da im negativen Sinne wieder bis cotg 360" ^ — ■ oo. 

8. Aus der allgemeinen Giltigkeit der Gleicliungen 



tg(; = 



cotg K = 



folgt: 



tg« = 



cotg « = 



Tl. 
TU. 



tg « . cotg « = 1. 

Wie diese Formeln 1 — III, deren Giltigkeifc für alle Werte von 
« hiermit nachgewiesen ist, benützt werden, um aus einer Funktion 
die andern desselben Winkels zu bestimmen, wurde schon in § 36, 7 



9. Die in 3 und 6 gegebenen Bestimmungen der Winkel- 
funktionen sind auf jeden beliebigen Winkel anwendbar, da stets ein 
Schenkel des Winkels als Ase, eine vom Seheitel aus gemessene 
Strecke des andern Schenkels als Falirstrahl des Winkels aufgefasst 
werden kann. 



§ 38. ZurüektiiliPUMg der Pimktionen von Wiukelii über 90" auf 
solche von spitzen Winkeln. 

1. Ist in Fig. 159 -^ .40Pi = « = ^OP^, so ist: 
■^7lOP2 = a, = 180« — «, 
■^ ^OPg = «3 = 180" + K, 
^^OP, = «, = 360" — «. 
Da in dieser Figur die Axen Mittel- 
linien sind, HO haben alle vier Punkte P 
die gleichen Ordinaten + y und die 
gleichen Abscissen + x; daher haben 
alle vier Winkel, abgesehen von den 
Vorzeichen, die gleichen Funktions werte 
+ sin «, + ßos tt, + tg «, + cotg «. 
Es ist aber; 

« = 180" — K, = «3 — 180" = 360" — «,. 
Somit ist: ^'^" '^^^ 

1) sinK5,= sin(180"— «,,), cos «5, = — cos (180" — «j), 
tg«2 = - tg(180"-«,), cotg«,^-cotg(180«-«,), 
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180"), 



2) sin Kg = — sin (ce^ — 
tg«.- tg(a,~180«), cotg 

3) sin«, sm(860" — «,), cos 



— — oob(bj — 180"), 

— cotg (b,— 180»), 
cos «4= cos (360" — K,), 

colg «, cotg(360« — «J, 



VorhehaltUch der BesUmmung des Yorseichms sind die Funktionen 
eines Winkels im zweiten Viertd dieselben wie die seines Ergmmngs- 
winlcds m 180", die eines Winkels im dritten Viertel dieselben wie die 
seines Ubersehufsmnkels über 180", die eines Winkels im vierten Viertel 
^ die seines Ergänmngswinkels SM 360". 
sin 150"— sin(180" — 160«)— sin 30" — \, 

cos 210" oo»(210" — 180") — — cos 30" — — i, 

tg316" — — tg(360" — 315°) tg46» — — 1. 

Praktisch bedeutsam sind auch die nach folgendem Muster 



(wo « ein spitzer W 


nkel): 








sin(90»+i.) — s 


n(180"- 


90"+ «) — ain(180" 


— [90" — 


'J) 


— s 


n(90"- 


k) — cos « 






nachzuweisenden Gle 


chheiten: 








sin (90" + «) 


— H-cos«, sin (180" + «). 


= — sin «, 




cob(90" + «) 


— — sin 


«, cob(180" + «). 


. — cos «, 




tg(90"+«) 


--cotg«, tg(180" + .). 


- + tg«, 




colg(90« + «) 


-~tg 


. cotg(180" + .). 


. + cotg«. 




Hier merke man 


sich: a) 


das Vierte], in dem 


der Winkel 


liegt. 



bestimmt das Vorzeichen; b) kommt 90° vor, so nimmt man die 
Cofunlition, kommt aber 180" vor, so behält man dieselbe Funktion; 
z. B. eos 106''25',4 == — sin 16''25',4. 

3, Eine Drehung vom positiven Teil der ersten Axe unm negativen 
der zweiten Ase wird durch negative Winkel gemessen. Pur zwei entgegen- 
gesetzte Winkel a und — a, oder ß und — ß fallen die Ahscisser 
in eine einzige Strecke OA oder OA^^ zusammen, 
wahrend die Ordinaten entgegengesetzt sind. Daraus 
folgt: 

sin( — k) = — siuK, eos( — o) =' cosk, 
tg(_ «) = — tg K, cotg(— o) = — cotgDf, d. h.; 

Zwei eni^egengesetide WMkel haben nur den gleichm 
COS; iJire übriffen mtspreehmden Fwnläionm häbm je 
enf^egengesetete Werte. 

4. Wird ein beliebiger Winkel um 180'' geändert, indem man statt 
des Fahrstrahls seine Gegenrichtung in Betracht zieht, so nimmt sowohl 




-t^. 
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itge gen gesetzte Zeichen au; es gilt 



siH(«+180<')= sin«, cos(«4;180'') = — cos a, 

tg(ir+1800)= tg«, cotg(n4:180«)= eotg«, d. h.t 

Zwei Wwhel, die sieh um 180" .imt&rsdtddefn, haben je die gleidie 
tg wnd die gleiche cotg; äagegm sind ihre sin, sowie JAre c 



5. Es kann auch, bei der Entstehnag des Winkels durch Drehung 
oder beird Zusammeuzälileii von Winkeln vorkommen, dals 360" über- 
schritten werden (vgl- Teil I. § 7, 7 Anmerkung). Dreht man aber den 
Faln^trahl um 360" weiter, so kommt er wieder in die Lage, die er 
zuvor inne hatte und für welche somit die Abscissen und Ordinaten wieder 
dieselben sind. Daher ergiebt sich; 

Von ewei Winkeln, die sich vm em games Tielfa^es von 360" wnter- 
seheiden, stimmen die entsprechenden Funktionen überein. 

Zusatz. Es ist leicht einzusehen, dals bei Zulassung auch negativer 
Winkel aus den in 3, 4 und 5 angegebenen Formeln auch die in 1 
folgen, dafs somit letztere auch für jede beliebige Gröfse von « gelten. 
Z. B. folgt aus 4 und 3; 



n(l800--«) = 



-sin(— «) = s 



§ .^9. Zusammenltaiig der Funktioueu zweier Winkel. 

1. Um auch die Gröfse der Veränderung der Funkfcionen 
bei wachsendem Winkel kennen zu lernen (vgl. § 37, i u. 7), bestimmt 
man die Funkfcionen der Summe und des Unterschieds zweier Winkel. 

Es sei -^ NOÄ = a um -^ ^ 0£ = /3 ge- 
wachsen, zunächst so, dafs die Summe 

(« + «< 90« 
ist. Wird auf dem aweiten [Schenkel von ß eine 
Strecke OB als Fahrstrahl gewählt, so ergeben 
sich die Funktionen für (« + ß) durch die 
Ordinate BX J_ ON und die Abacisse OX: 




sin(K + ß 



XB 



cos(k + ß 



Zieht man nun BG ± OA, GYl. ON und CZ±BX, so ist 
■^CBX = a, weil jeder von diesen den Winkel zwischen OC und 
BX zu einem Rechten ei^nzt. Nun ist: 
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ox = 



0Y~ ZC 
== OC ■ cos ß 
somit: 

eoa(c + ^)= cos«ö£ 
cos(k + j3) = 003« coa ß 



HC- 




XB= YC-^ BZ 

= OG • mi a -\- BG ■ cos a 
somit: 

sm t« + /3) ^ sin a yj-^- + coa « j:: 
9in(«-|-^) =smKCOs^-|-cos«sin/3. 

2. Wird dagegen ein ^ iVOJ. == ß{<Ü) 
durch Rückdrehung seines zweiten Schenkels 
um -^ ß verkleinert, und wird wiederum auf 
dem zweiten Schenkel von ß die Strecke OB 
als Fahrstrahl gewählt, wird ferner 
BXA_ON, BC±OÄ, GY±ON, CZ±BX 
gezogen, so ist auch hier ■^.CBZ=cc, und es 
gelten die in 1 angegebenen Beziehungen mit 
der Abänderung, dafs hier BZ und CZ das ' ** '"" 
entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. So folgt: 

ain(ß — ^) = sinacos^^c09o:sinjS, ]cos(« — j3) = co3ßeos^+sinc:ain^. 

Die vier abgeleiteten Formeln laaaen sich in die folgenden zwei 
ziisamme n fassen : 

IT. sin (ß + I?) ^ sin « cos ß + cos « sin ß, 

V. C08(ß + ß) = cos « cos ^ + sin a sin ß. 

Welche Zeichen hierbei einander entsprechen, kann nicht zweifel- 
haft sein, da sm mit wachsendem Winkel zu-, cos aber abnimmt. 

3, Um die vorstehenden Formeln aueli für den Fall, dafs die Winkel 
90" überschreiten, zu beweisen, führen wir die in 1 angegebene Zeichnung 
für die Summe (a -j- /3) irgend welcher Winkel aus (wobei diese Summe 
sogar 360* übersteigen kann). Es ist dann stets mit Kücksieht auf die 
durch die Richtung bestimmten Vorzeichen (I. Teil § 6,r>): 




xs = xz 

Hierin ist: 

Xß = OPsin{a + 



ox = or+ rx 
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wobei diese Grofse sowohl, positiv, als negativ sein bann. Zur Berechnung 
der rechtsseitigea Glieder der Gleichungen bestimmt man zunächst die 
Fahrstrahlen : 

0C = + OB aosß, SC= + OBsviiß, 
wobei das Zeichen so '/.n nehmen ist, dafs der Ausdruck positiv ist, da 
die Fahrstrahlen stets als positive Grölsen gelten. Der Winkel von OC 
gegen den ersten Schenkel ist a, falls cosß positiv ist, dagegen a-j- 180", 
sobald cos ß negativ ist, da dann OC auf den Gegenstrahl des Schenkels 
OÄ fällt. Daher ist entweder: 

XZ = OB cos ß sin «, oder". ! T = OB cos |3 cos a, oder: 

XZ= — 05 cos/3 sin(a+ 180") ] r = — 02f cos ^ cos(n + 180") 
= OB cos ß sin tt. \ ^ OB cos ß cos a. 

Der Winkel von CB gegen den ersten Sehenkel ist a -j- 90", sobald 
sin ß positiv ist, dagegen (a -\- 270"), sobald sin ß negativ. In beiden 
Fällen ergiebt sith wie eben, dafs 

2if = ü£sin(Jsin(,« + 90") 1 YX= OB sin j3 cos(a + 90") 
= OB sm |3 cOb « I = — . OB sin ß sin a. 

Somit vt,i wandeln ai(,h die zuerst gegebeneu Gleichungen 
XB == XZ + ZB, OX'='OY-\- YX 
in die Gleichungen: 

0_Bsin(« + ^) = 
OB sin a cos (3 + 0£ c 







OBm(. + ß). 


- 


sin?, 


OBc 


OS « 005 /J — OB si 


„i.sin,!, 


it derFomela für sin(a+(?) und 


cos{»+« 


-ß) «nd 
; es ist 


cos(„-|J) ergeben sich 
dann namlidi (% 38, 3): 


..s diesen, 






e„s(.-fl 




C-« 


= cos 


»oos(-|S) — sin, 


,sin(-|S) 




— cos 


cos (J + sin sin 


ß- 



Die Formeln für sin(a — 
wenn man — ß statt ß setzt; 

sin(. - ß 
^ sin a cos {— ß) + cos « sin 
= sin K cos ^ — cos a sin ß. 

4. Die entsprechenden Formeln für tg und eotg ergeben sich 
aus diesen Formeln: 

Egt.«± P; - cos(^±P) cos^ cosp + sin^sin^ " 1 T tg« tgß' 
wobei die letzte Form aus der vorhergehenden mittels Teilung von 
Zähler und Nenner durch cos « cos ^ erhalten wird. Ebenso folgt: 



cotfff« -4- öl = cotg^cotg^iF 1 
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5. In IV und V kann man /3 = a setzen. Dann ergeben sich 
Formeln für sin 2« und cos 2a als besondere Fälle jener Formelu: 
sla2a=s2 sin «cos«, cos 2« = co8^« — sin"«, VI. 

und hieraus durch Teilung: 



.3tg_ß 



_ c.otg' c - 



2cotg<. 
6. Ersetzt man in VI 2a durch a, so folgt: 

sin a = 2 sin ■- cos , coa a = coa^ y ~ sin^ • 

Zühlt man letztere Gleichung zu 1 ;= cos^ — -|- sin^ -^ 

hinzu oder von dieser ab, so folgt: 

TU. cos|. = y'i±|2i:, sin^ = y!—p^ 

und hieriLus durch Teilen: 



*Bf-l4^; 



Ebenso: cotg -^ = -. 

7. Durch Zusammenzählen dieser beiden Gleichungen i 

2 « « « 1 *«'^ + 

^TTT = tg ■„ + cotg - = tg - -I -■ . 



, somit 



Dureh Abzählen folgt ebenso; 

2 , d: , a 1 , 

T— = eotg ^ - tg ^- = -— - tg . 



^tg- 



Ferner cos k 



1 + ti 



so dafs also sin a, cos a, tg a und 
8. Werden die Formelu für 

sin (a + ß) und sin (« — ß) 
ebenso die für cos(ft -|- ß) ii"^ cos(a — ß) 



cotg n = ; = , 

ratioTial in tg -^ aasdrückbar sind. 
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zusammengezählt und wird auch je die zweite von der ersten al 
so finden sich neue Gleichungen; diese aber gehen durch 

y = a-\- ß und ä = ti — ß 
über in die folgenden: 

y-j-_Ä V — S 



sin y -|- sin ö' ■ 
sin y — sin iJ ■ 
cosy -f- cos tf ■ 



2 sin 

2 cos ■ -'— ■ sm '-—— . 
zcos — ^— ■ cos —^^ — . 
= — ^ 2 sin 



.■1+1. 



(VIII) 



Diese Formeln (prosthaphäretische Formeln, s. § 41, i) ersetzen 
die Summe und den Unterschied durch ein Produkt, und dieses ist 
für logarithmische Bechnung geeigneter. 

Die entsprechenden Formeln für tg und cotg sind: 



9. Für die Summen und Unterschiede der Funktionen eines 
einzigen Winkels folgt gemäXs den Formeln VIII: 

sin K + cos a = cos(90" — «) + cos « = 2 cos 45" cos(45" — «) 

= ys cos(450 — ß) ^ ■l/2sin(45"+ß), 

sin K — cos « = cos(90" — k) — cos a = — 2 sin 45« sin (45» — a) 



5 o + tg ß = 



= -l/2sin(« — 45«), 



COtg« + tgff = 



- , cotg ß ~ tg K ^ 2 cotg 2 ß. 



§ 40. Bepechnuug und Gebrauch der Funktioustafeln. 

T. Da alle Funktionen von Winkeln des zweiten bis vierten 
Viertels auf solche des ersten zurückgeführt werden können, im ei-sten 
Viertel selbst aber wieder die für Winkel > 45" auf die ihrer 
Ei^nzungswinkel zu 90** (§ 35,2h und § 36,2b), also auf Funktionen 
von Winkeln <;45'', so genügt eine Funktionstafel für die Winkel 
von 0" bis 45*' auch für alle übrigen Winkel. 
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Die Tafeln haben daher stets zwei Einenge, einen von oben 

und links und einen Ton unten und rechts; links und lechts stehen 

einander die Ergänzungswinkol zu 90" gegenüber, oben und unten 

dem Sinus der Cosinus, der Tangens die Cotangens. So iindet man 

ain 36° = 0,5878 = cos 54«, 

cotg 180 = 3,0777 = tg 72", 

cos 72» = 0,3090 = sin 18". 

2. Zur Berechnting des Sinus von je 3" zu 3" aus den schon be- 
rechneten Werten für 15", 18", 30", 36", 45", 54", 60", 72", 75" be- 
dient man sich der Formebi für sin(o; + ß), wobei folgender Weg zu 
mehr und mehr zusammengesetzten Wurzelausdrüeken führt: 

60 = 36"— 30", 

9" = 54" ~ 45", 
12" = 30" — 18", 
24" = 54" — 30", 
27"= 72" — 45"= 45" — 18", 
42"= 72" — 30", 

30 = 48« — 45", 
21" = 45"— 24", 
33" = 44" — 12", 



-45") 



= 45"- 



66" = 36" + 30" 

81" = 180«— (54" 

48"= 30"+ 18" 

84" = 54" + 30" 

63" = 180" — (72" + 45") 

78" = 180" — (72" + 30") 

87" = 180" — (48" + 45") 

69" = 45" + 24" 

57" = 45" -f 12" 

51" = 45" + 6" 



Winkel 


Sin 


D. 


Tang 


D. 




0" 

6" 
9" 
12" 
15" 
18" 


0,000 
0,052 
0,105 
0,156 
0,208 
0,259 
0,309 


52 
53 
51 
52 
51 
50 


0,000 
0,052 
0,105 
0,158 
0,213 
0,268 
0,325 


52 
53 
53 
55 
55 
57 


90" 
87" 
84" 
81" 
78" 
75" 
72" 




Cos 




Cotg 




Winkel 



3. Um nun die Werte für die Winkel von Grad zu Grad zu er- 
halten, beachte man, dafs ihre Unterschiede D von 3" zu 3" bei Berück- 
sichtigimg von blos drei Stellen für mehrere auf einander folgende Werte 
nahezu unverändert sind; daher kann man dies auch für die zwisehen- 
liegenden Grade annehmen, nämlich = \ des Unterschieds von 3" zu 3". 
Hiernach ergieht sich 

sin 1« = 1 . 0,052 = 0,017, sin 2" = 0,052 — 0,017 = 0,035 
u. s. f. Wollte man mehr Stellen berücksichtigen, so würd 
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die Unterachiede fui mehieie aufeinandei folgende Gliedei der von J* zu 
3' toitschrpitendcn Tafel nicht unverändert '^ein, die Tafel niufste also 
etw^ ¥on i" zu ^'* odei von J" zu ]" oder tui noch kleinere Unter 
sihiede mittels der abgeleiteten Formeln berechnet weiden, und dann 
erst, wenn far den ffewunschten iiiad der (jenauigkeit die Unterechiede 
mehieier aui einander tolgenden Ghedei ubfi einstimmen wuiden die 
Zwiseheughedei eingeschaltet 

Die übrigen Funktions werte zu einem Winkel lassen sich, dann aus 
dem zuerst beiechnefcen bestimmen 

■t. Eine Einsctiilfcung i^t auch dann auszufühitn wenn zu 
einem nicht m döi Tafel genau enthaltenen Winkel ein Funktions 
weit befttiuimt weiden &ulL Ist z. B. sin 31^38 zu berechnen, 
während die Tafel triebt: 

sin 32" = 0,5299 
ain 31" = 0,5150 
so ist der Wer tunt-er schied für 1" . . .~^~. 0,0149, 
also für r -— = 2,48 Einheiten der letzten Stelle 

[unter der nur annähernd geltenden Voraussetzung, dafs die Unter- 
schiede der Funktionen sich wie die Unterschiede der Winkel verhalten], 
somit für 38' = 38 - 2,48 = 94 Einheiten der letzten Stelle; 

deshalb wird sin Sl^SB' = 0,5244. 

Be? dei ^mciialhmg m, cos und eotg ist der berechnete Unter- 
scMed abssugahlen, da deien Werte mit wachsendem Winkel abnehmen. 

Anmerkung Die Tafeln lassen sich benützen, um einen vorliegenden 
Winkel genauer zu messen, als es mit Hilfe eines gewöhnlichen Winkel- 
mafses geschehen kann, indem man von einem Fahrstrahl des Winkels 
die Lange und auch die Äbscisse oder Ordinate (oder beide let^.teren allein) 
mit ompm feinen Mafs'itab mifst und zu dem Verhältnis beider Strecken 
au=! der Tafel dpu Winkel entnimmt; umgekehrt kann ein Winkel, dessen 
Giofse durch brade und Minuten bestimmt ist, mittels solcher gerad- 
linigen Strecken, deren Veihältois in der Tafel aufgesucht wird, ziemlich 
genau gezeichnet werden 

5. Zum Vervielfachen und Teilen der Winkelfunktionen dienen 
bes^tr die Tafeln ihier Logarithmen. In diesen Tafeln ist die 
Kennziäei, sobald sie negativ sein sollte, um 10 zu grofs angegeben, 
um die negativen Zahlen zu vermeiden. Bei der Bestimmung des 
SteUenwertes der zugehörigen Zahl selbst ist dies stets zu berück- 
sichtigen, namentlich auch wenn der Logarithmus durch eine Zahl 
zu teilen ist; denn hierbei ist auf bekannte Weise die negative Kenn- 
ziifer erst teilbar zu machen. 

Man findet z. B. 

lg sin 11"40' = 9,3058 ■— 10 = 0,3058 — 1 = T,30ii8, 
igtg 5'»20' = 2,9701. 
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Die Alt der Einsehalhmg ist dieselbe wie in den andern 
Tnleln. 

Ist z. B. sin Sl^SS' zu bestimmen und giebt die Tafel nur: 
lg sin 31'»40' = 1,7201 
lgsin31''35'= 1,7191 
so ist für 5' der Unterschied in den letzten Stellen = 10, 

alsoiatfürS' „ „ „ „ „ „ = 10 . | = 6, 

somit lg sin 31"38' = 1,7197 und sin 31"38' = 0,5844 

Es kann auch der dem gegebenen Winkel nächstliegende 
gröfsere Winkel der Tafel benutzt werden. Es sei z. B, Igcos 20'*37' 
zu bestimmen, während gegeben: 

lgco8 20''30'= i,9716 
lg cos 20<'4O' = 1,9711 
somit ist der Unterschied füi' 10' .... =0,0005, 
also „ „ „ „ 3'^5-j3|,=l,5EinheitenderletztenStelle, 

und dieser Unterschied ist hier zu lg cos 20^40' zuzuzählen, weil 
cos mit abnehmendem Winkel zunimmt; also wird 

lg cos 20"37' = 1,9713. 
Übrigens giebt die Tafel selbst stets darüber Aufschlufs, ob zu- oder 
abzuzählen ist, da der fragliebe Wert zwischen den beiden anschließenden 
Werten der Tafel liegen mufs. 

6, Soll zu dem gegebenen Wert einer Winkelfunktion 
oder zu dem Logarithmus einer solchen der Winkel bestimmt 
werden, so entnimmt man die nächstliegende Ztihl, oder deren 
Winkel. Z. B. für lg sin a = 1,8271 sucht man zunächst 

T,S269 = lg sin 42nO', 1,8276 = lg sin 42'>lb'. 
Zum Unterschied der letzten Stellen 7 gehört der Winkelunter schied 5'; 
zum Unterschied der letzten Stellen der gegebenen Zahlen des michst- 
kleineren Tafelwertes 71 — 69 = 2 gehört der Winkelunterschied 
5 - ^ ^ 1'; somit ist a = 42''11'. Ob zu- oder abzuzählen ist, er- 
sieht man auch hier leicht aus der Tafel, 

7. Zu einer Winkelfunktion ergeben sich innerhalb der vier 
Viertel stets zwei Winkel. Ist die betreffende Zahl negativ, so wird 
dies bei dem Logarithmus des absoluten Wertes durch ein angehängtes 
( — ) bezeichnet. Ist z. B. 

cotg K 5,352, so ist lg cotg a = 0,7285 (— ) 

und der dem positiven Wert entsprechende Winkel des ersten Viertels 
ist lOoSö'; daher 
Kl = 180» — 10<'35' = 169"2ö', (u = 360" — 10035' = 349"25'. 
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8. Für kleine Winkel unterscheiden sich sinn, tga, arca 
nur wenig, von 0" bis 2^40' um weniger als 0,00005, so dafs bei 
Benützung von nur vierstelligen Werten für diese Winkel 

sin ß = tg ß = arc a 

gesetzt werden kann. Aucb bei viersteüigen Logarithmen ist bis zu 1": 

lg sin K = lg arc a' = lg 1^ u. 

Da nun arc a' = -^ — tt , so ist för solche kleine Winkel: 

lg sin «■ ^ lg tg «' = lg j^^ = Ig ^g-^^^^ + lg « = 4,4637 + lg«. 

Z. B.: log sin OHT = 4,4637 + ig 47 = 4,4037 + 1,0721 

= 2,1358 = lg tgO" 47'. 
Umgekehrt, wenn 

log tg ß = 8,1072 < 8,24 (= lg ain 1« = lg tg l"), so ist 
lg tg a = 4,4637 + ig «', lg «' = 2,1072 — 4,4637 = 1,6435, « = 44'. 
Für dieselbe Winkelgrofse ist cos k = 1, lg cos « = zu setzen, 
während 

lg cotg K = -^- lg tg « = - (4,3637 + lg «). 
Ebenso läfst sich cosß und cotg^ für Winkel berechnen, die nur 
um a Minuten kleiner als ein Rechter sind, indem dann cös ß = sin a, 
cotg /5 = tg ß ist. 

lg cos 89»51' = ig sin 9' =- 4,4637 + 0,9542 = 3,4179, 
lgeotg,3 = 8,2041 «8,24)=Igtgß', «' = 2,2041 — 4,4637 = 1,7404, 

« = 55', ß = 89<»5'. 
Hier ist dann 

sin^ = l, lg sin ,3 = 0, lgtg/i = -lgtg«. 
überhaupt kann 

lg sin ß = ?c + lg ß', lg tg « = l; + lg «' 

gesetzt werden, wobei innerhalb bestimmter Grenzen k und ä\ den 

Wert nicht ändert. So ist z. B.*) von 4039' bis ö^S' auf vier SteUen 

genau h = 4,4632, also 

Igsm 4«4q,5 = 4,46^2 + lg 289,5 = 4,4632 + 2,4617 = 2,9249. 

9. Die WinkeUunktionen lassen sich fui jeden Winkel unmittelbar 
hereuhnen mit Hilte vun Reihen, he m Pctenzen ies zugehörigen Arcus 
aufsteigen Bezeichnen wii den Aicna zu einem Mittelpunktswinkel einfach 
mit a und dessen Sinus und Cnsmus mit sm j^ und cos ic, so lassen sich 
diese W ertn darstellen als Reihen von Potpuzen von x. Dabei ist die 



*) &pieliP Henii 1 Yieistelligp Logiiithm a Lpi]jz!g, Teubner. 
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Reihe für sin x so beschaffen, dafs sie für — x statt x ihi' Zeichen ändert 
(§ 40,3), somit nur ungerade Potenzen von x eathält, während cos ( — x) 
das Zeichen von cos a; beibehält, also nur gerade Potenzen enthält. Die 
Reihen heifsea also, wenn die noch fraglichen Koeffieienten mit afl,«^,«^,«^,... 
bezeichnet werden: 

sin x=(i^x-\- a^x^ + a^x^ + 

cosa: '^ % + O/^n? + «4^ -|- . . . . 
Zur Bestimmung der Koeffieienten dieser Reihen kann folgender Weg 
eingeschlagen werden. 

Zunächst ist a,, = 1 , weil für x = auch cos a; ^ 1 ist. 

Dafs auch % ^ 1 , erkennt man, wenn man die erste Reihe in die Form 

bringt: = % -|- a^x^ -\- a^a^ ^ . . . . Denn aus § 32, 3 folgt, 

dafs sin a; < a; oder < 1 ist und 

dafs tg ffi > a; oder > cos x, also 1 > — — > cos x ist ; 

nun ist für a; = auch cos a: = 1, somit für j; = Ü auch — - ^ 1- 
Daher heifsen die Reihen nun: 

sin a: = a; + a^9? -f- a^^x^ -|- . . . 
cosa! == 1 + a^x^ + a^^ -|- • . - 
Setzen wir {x + h) für x, so folgt: 
sin X cos h -\- cos * sin A = {x -\- }i) -\- a^{x + ^)^ + %(*"!" '*)^ "!"""* 

cosa; cos h— sin a; sin A = 1 + a^{x + Jif + a^{x -\- lif -\ , 

oder indem für sin h und cos h die Reihen gesetzt und rechts die Glieder 
nach Potenzen von h geordnet werden; 

sin x(l + OaÄ' H ) + cos xQi + a^lv" -\ ) = x + a^x^ + ■ ■ 

+ (1 + Söga;^ + Öo^ai* -| )h-\ 

C0Ba:(l + OgÄ' + ■ ■ ■) — Sia x{h -\- a^h^ -\ ) = 1 + a^x" + ■ ■ 

+ (2ßaa; + 4:a^x'' + Ga^^x^ -\ )h-\ • 

Sollen nun für jedes beliebige h, auch für ft = 0, die Reihen ku 
beiden Seiten einer Gleichung übereinstimmen, so müssen in beiden die 
Koeffieienten gleicher Potenzen von A einander gleich sein; denn für 
A ^ bleibt z, B. in der ersten Gleichung: sin x ^ x -\- a^x^ -|- . . . - 
Liifst man dies beiderseits weg, teilt man dann durch Ä und setzt schliefslieh 
A = 0, so bleibt: 

cos « = 1 + 30^3!* + ^C-f,^ -|- . - . 
— sin a: = ^a^x -\- Aa^x^ -\- Qa^xfi -\- ■ ■ • ■ 
Somit ist auch: 

1 -ir ih^'' -\- a^x^ -\ = 1 + ^as^x^ + 5«,,^* H 

-~~ X -^ a^x^ — a^x'' — ■-■ = 2aaa:-|- ia^x^ -f" ^"a^^ + ' ' ' ' 
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Auch hier ergiebt sich leicht, dafs die Koefficienten gleicher Grade 
von X über einstimmen müssen, d. h. es ist: 

— 1 ^ 2«3, Og = 3%, — «8 ^ 4ö4i «1 = 51%, — «5 = 6«6, . . . 
woraus sieh alle Koeffieienten und somit die Reihen selbst bestimmen lassen: 

sm »; = a; — ^ , ^ . g + i . 2 ■ r-"4~5 ~ T^'i "T~3 - 4 • 5 ■ &~~l + ' ' ' 

oosa: = l- ^ + 1 . a": 3 . ^ - rTTV-s^TTTT^ +■"- 

Da hieiin für x nur Werte zu nehmen sind, die kleiner als 

arciö^^-T^, also ■< 1 sind, so nehmen die Glieder dieser Beihe in dem 

Mafse ab, dafs eine Berechnung einer geringen, je nach dem Grad der 

Genauigkeit gröfseren oder kleineren Anzahl von Gliedern genügt, 

§ 41. Beniitznug der Wiiikelfiiuktioneii zn Recheuaufgabeu imd 
BfstJmmuBg der Winkel aus tfleiclinngeii. 

A. Berechnung von Zahlenausdrücken. 

1, Die Funktionstafeln können benutzt werden, \\m irgendwelche 
Zahle nansdriioke zu berechnen, 

a) Ais man zwar schon solche Tafeln, aber noch keine logarithmische 
Tafeln hatte, wurde z. B. das Vervielfachen zweier Zahlen in folgender 
Weise in ein Zuzählen verwandelt (pro sthaphäre tische Methode*), Sind 
a und h echte Bräche, so kann man a und ß bestimmen aus «^sin« 
und h = cos |5. Dann ist 

« - ft = sin « . cos ,3 = ^ [sin(« + ß) + sin(« - ß)\ 
nach rV (§ 39,2). 

Sind a und & nicht < 1, so genügt das Teilen durch eine Potenz 
von 10, um dasselbe Verfahren anwenden zu können. 

h) Die Tafeln für tg und cotg können benützt werden, um einen 
Teiler durch einen Faktor zu ersetzen, da cotg a ^ t 

Z-B.: -==5i4 = W' tg« = 0,3G4, « = 20«, cotg«=2,747, 

a! = 0,02747 a. 

c) Die Gleichung ax^ -\- hx -^ c ^ (i giebt für x die Werte: 

Für einen reellen Wert von x mufs ^5--<l sein, wenn ac po- 
sitiv ist. Dann läfat sich der Winkel fp so bestimmen, dafs 

- , — = sm fp, so dals nun; 
^ b ^' 

*) npüe^föts = Zufügen = Addition; ß(pßip£oi5 = Wegnehmen ^Subtraktion, 
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X = - A(i +|/r^r^r^) = _ J-, (1 + ,os ^) 

Diese Auflösung ist dann mit Vorteil anziiwenden , wenn a, h und c 
vielzifFerige Zahlen sind. 

Ist aber ac negativ, so ist dieses Verfahren nicht zulässig. Es sei 

Dann bestimmt man 95 so, dafs 



Es ist aber 

^-J-T/^, somit .--T/I ?'»'+-' 
und (§ 39, e) _ _ 

2. Eine komplexe Zahl a + &i (worin i = "[/^ l) kann durch Winkel- 
funktionen dargestellt werden, indem man r und ip so bestimmt, dafs 
a ^ r ms tp^ h = r sin <p, also r^ = «^ + &^, tg gi = — 

Dann ist 

« -f H = »■ (cos 9 ± j sin ^). 
Diese letztere Form der komplesen Zahlen ist nun sehr geeignet 
Produkte, Quotienten, Potenzen und Wurzeln derselben zu berechnen. 
Es ist nämlich 
(cos q) + j sin (p) ■ (cos Vi + * sin tp^ = cos tp cos (p^^ — sin qi sin ly^ 
+ i (cos ?> sin 9^1 + sin rp cos ^J = cos {tp + ?ii) i » sin (9 + <p^. 
Tritt noch ein weiterer Faktor (cos y^ + i sin y^) hinzu, so folgt der Wer 

cos {<p -\- (pi + gia) ± i sin (9 + 951 + 953). 
Ist <p = fi =^ <p^, so erhält man: 

(cos gj + i sin cp)" = cos nrp + * sin «g;. 
Dies ist die sogenannte Moivre'sche Formel. 



(co,v + i 



-TT' 



«95 + Bin'nq' 
SO gilt die genannte Formel auch für negative Exponenten. 
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Umgekehrt folgt aus ihr; 

cos rp ^i sin <p = (cos — cp -\- i sin — cpj , 

(cos ?> + i sin ip)" =^ cos ■ — qi + i sin — fp , 

(ooa g) + i sin, gj) " ^ cos ^ ip + t sin ~ <p . 
d, k.: die Moivre'sche. Formel hat auch Geltung fttr Wurzeln oder Potenzen 
mit gebrocheuen Exponenten. Es ist z. B. : 



ya + bi = Yr 



s — + i sm — 1 



Ist a = 1, !) = 0, so folgt )■ = 1, ip = k- 360", wo k Null oder irgend 
eine ganze Zail ist. Daher ist 

1 = cos 360Ä + i sin 3607c, ^T = cos ^ + i sin ^- 

Daraus ergeben sieb « verschiedene Werte für "|/l, indem man nach 
einander A = 0, 1, 2 . . . (« — 1) setzt. 

Würde man h die noch höheren Werte n,n-j-i ,... beilegen, so würden 
sieb die Werte wiederholen, indem die Punktionen von 0* und 360", YOn 

'■ «ndlSGO**-! 1 U.B.W, übereinstimmen. Ist hierbei « = 2»i, so 

giebt k = und it = m die beiden Werte -|- 1 und — 1 , während die 
paarweise zusammengestellten Werte für h = l und 2m — 1, 2 und 
(2»« — 2), ... (m — 1) und (m + l) sich jeweils nur durch das Vor- 
zeichen des imaginären Teiles unterscheiden (konjugierte Zahlen). Ist 
dagegen n ^ 2m + 1, so giebt nur fc = einen reellen Wert 1, und es 
entsprechen einander in der angegebenen Weise die Werte für k^ 1 und 
2m, 2 und (2™ — l), , . . m und (m + l). — In gleicher Weise er- 
geben sieh «Werte für |/^ = cos(^-)ieoo + i sia (^^^) im" , 
wo ft ^ 0, 1, 2, . . . (m — l) gesetzt werden kann. 

Für y -\-p erhält man « Werte , indem man in Y -hp = y p -Y -\-l 
die n Werte von l/ + 1 als Paktor zu dem auf bekanntem Wege sich 
ergebenden ersten W^erte von yp hinzusetzt. 

B. Bestimmungsgleichungen i'ür Winkel. 

3. Ist die Gfrofse eines Winkels durch eine Gleichung zwischen 
seinen Funktionen bestimmt, so sind letztere zunächst mittels der 
Formeln I — VII durch eine einzige Funktion zu ersetzen, die übrigens 
auch zu dem halben oder doppelten fraglichen Winkel gehören mag; 
dann ist diese Gleichung nach den üblichen Regeln aufzulösen. 
Jedem Funktionswert entsprechen dann zwei Winkel innerhalb 0" 
und 360». 
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Beispiele: 

o) asmx = bcosx. — Entweder erhebt man zum zweiten Grad; 

und ersetzt coa^ x durch (1 — siii^^r), oder wenn man iumelimeii darf, 
dafs nicht cos a; = ist, teilt man durch a COH x und erhält 



Im ei-sten Fall ist damiif zu achten, dals durch das Quadrieren 
stets noch weitere Werte der Unbekannten in die Gleichung mit auf- 
genommen werden, die in der ursprünglichen nicht enthalten sind. 
Z. B. wurde die Gleichung «^ sin^ x = b^ coa' x auch der Gleichung 
asm X ^ — b cos x entsprechen. Daher sind die gefundenen Werte 
darauf zu prüfen, ob sie der ursprünglichen Gleichung genügen. 

b) a tg a: -j- & sin a; ^ oder sin x ■ (-" - + 6j = 0. 
Diese Gleichung ist erfüllt 

für sin x = 0, worjtuB a;, =0, x.^ ^ 180", 

und fitr - ■ -|- i = 0, woraus cos x = ^ ^ ^"^g*. 

Ist z. B. ^ = 2a, so ist % = 120", x^ = 240°. 

c) aEin. X -\- b cos x = c. Statt cos x == Yl — sin''' x zu setzen, 

wird besser folgendes Verfahren eingeschlagen: 

, 6 c 

sm X -i cos x = — 

Man bestimme den Hilfswinkel g> so, dafs tg cp = — ist; dann wird 

sin X ■^ tgfp cos x ^ -~ 

oder sin x cob <p -}- sin 91 cos a: = -— ?-5, sin(a: + g>) ^ ccosjp 

Sind für a, h, c Zahlen gegeben, so wird zunächst (p, dann (x -\- tp) 
und schliefslich x gefunden. — Ist im besonderen Fall 

a = &, also: sin x -\- cos x = p, 
so wird diese Gleichung auch gelöst durch Quadrieren und Anwendung 
der Formeln I und VI: 

sin 2x=(p+ 1) (p — 1) 
oder auch {§ 39, 9) sin(.r + 45") = -—■ 

Da sich alle Funktionen von x rational durch tg — ausdrücken lassen 
(§ 39, ?), so kann ig — öfters benützt werden, um Gleichungen für 
Winkelfunktionen aufzulösen. Für obige Gleichung ergiebt sich so z. B. : 
2»tg|- + l-6lg>|_c + »tg'|-, (i, + c)tg»|--2atg|_t 
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Elftes Kapitel. 

Berechnung von Strecken und Inhalten aus Winkeln und umgekehrt. 
(Ebene Trigonometrie.)*) 

§ 42. Berechnung von Seiten und Winkeln des rechtwinkeligen 
Dreiecks . 

1. Mit Hilfe der Tafeln für die Winkelfaubtionen lassen sich 
bei einem Dreieck oder bei irgend einer Figur, TOn welcher die zur 
Zeichnung genügende Zalil von Strecken und Winkeln gegeben ist, 
die übrigen Strecken und Winkel berechnen. Solche Berechnung von 
Stücken eines Dreiecks mittels der Winkelfunktionen ist der Gegen- 
stand der Dreiecksberechnung oder Trigonometrie. 

2. Wenn das Dreieck ein rechtwinkeliges ist, so geben KÜe vier 
Winkelfunktionen im Verein mit dem pythagoreischen Lehrsatz und 
mit dem Satz von der Winkelsumme im Dreieck sofort die Beziehungen 
zwischen den gegebenen und den gesuchten Stücken. 

VöUig bestimmt ist das Dreieck durch zwei Stücke, 
wenn unter diesen eine Seite vorkommt. Hiernach 
giebt es je nach der Zusammenstellung der gegebenen 
Stücke die nachfolgenden fünf Hauptaufgaben, 
welche durch die oben (§§ 35 und 36) gefundenen 
Sätze gelöst werden. 

*) Die Trigonometrie ist wesentlich zu aatronomisclieii Zwecken gebildet 
worden, so dafs die Lelire ¥0n der Berechnung der Kugeldreiecke (die sog. 
sphärische Trigonometrie) notwendiger war und demzufolge auch früher aus- 
gebildet wurde als die Lehre von der Berechnung der ebenen Dreiecke (ebene 
Trigonometrie). Als Urheber jener ist der Grieche Hipparch (150 v. Chr.) 
anzusehen, zugleich der Schöpfer einer wissenechafUichen Sternkunde. Er eo- 
wohJ als der früher (§ lö, i) erwähnte Menelaos (80 n. Chr.) haben sich mit 
der Berechnung von Kreiasclinen beschäftigt, und was diese Männer begonnen, 
führte PtolemäuB (150 n. Chr.) zu Ende, dessen grofses astronomisches Werk, 
Almagest genannt, zugleich die Grundlage der Trigonometrie enthält und über 
ein Jahrtausend mafsgebend blieb. Ptolen^us teilte den Kreishaibmesser ein in 
60 gleiche Teile mit sechzigteiligen Unterabteilungen (wie bei der WJnkeiteilung) 
und drückte in solchen Teilen dioGröfse der verschiedenen Kreiesehnen aus, dabei 
als Hauptsatz den benützend, welcher seinen Namen trägt (§3^,7, §30,c Zus.). Ton 
den Spuren, welche Inder und Araber in der Trigonometrie hinterlassen, war 
oben (S. 130) die Rede; aber stets blieb die sphärische Trigonometrie die Haupt- 
sache, und die ebene Trigonometrie wurde erst durch Regiomontanus 
(1463) zu der wichtigen Abteilung der Mathematik ausgebildet, die sie heute ist. 
Der rechnerische Teil erfuhr eine wesentliche Erleichterung durch Einführung 
der Logarithmen (1614). Die heutige schöne Gestaltung und Einfachheit der 
Trigonometrie verdankt man Euler (1707—1783). 
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3. j&'s se* gegeben die Hypotenuse und ein Winkel, etwa 
: und a. ~ Uanii ist: 

(t = c sin K, b = c cos a. 
c = 9ßl j I lg sin «1 1,98 83 

ß = 76"44'| jllgc ;0,9717 

i Igcos«! 1,36 07 



Igo 10,96 00 = 9,12 

lg h \ 0,33 24 Zi = 2,15. 

4. Es sei gegeben eine Kathete und ihr Gegenwinkel, etwa 
a und «. — Dann ist; 



= 9,12 I (lg sin« 1,98 83 

= 76M4' I jilga 0,9600 

I Igeotgo: 1,37 25_ 

lgcjÖ,97"l7 c = 9,369 

lgfclo,33 25 6 = 2,150. 



5. £"8 sei gegeben eine Kathete und ihr Anwinkel, etwa u 
und ß. — Dann ist: 

« = 9,12 I |lgeos/3 1,98 83 

/i— 13»16'| jUgo 0,9600 

1 lgtg|9 1,3725 



lg ci 0,97 17 c — 9,369 

Ig »10,33 25 S — 2,150. 

6. Es sei geg^m die Sypotenuse und eine Kathete, etwa c 
und ([. — Dann ist: 

sin « ^ - ^ cos ß, » = yic + d) (c — n). 



e — 9,37 
a = 9,12 


Igo j 1,96 00 

lg c |0,97 17 

lg sin «1 1,98 83 

„ _ 76"44' 

ji = 13n6' 




lg(c + o);i,26 69 
lg(»-») 1,39 79 


c + ij = 18,49 
<! — »— 0,26 


2 lg 6 0,66 48 

IgS 0,33 24 

6 — 2,16. 


7. Es seien gegebey 


die beiden Kath 


<e» 


a und h. — Dann ist; 


tg»-? 


— cotg/J, c — 


Va 


+ 1,'. 
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= 9,12 I 
= 2,15 



Iah 



, 0,96 00 
i 0,33 24 



lgtgtt|0,62 76 „ = 76044 

(3 = 13" 16'. 
Wenn « bestimmt ist, so wird c wie in 4 berechnet. 

8. Das gleiehscbenkölige Dreieck wird durch seine Mittel- 
linie in zwei rechtwinkelige zerlegt; diese aber werden behandelt, wie 
eben gezeigt wurde. 

9. Das regelmälsige Vieleck wurde schon in den Zusätzen 
zu § 30, -d, § 31, i und § 33, i behandelt. 

§ 43. Beziehungen zwischen Seiten nnd Winkeln des schief- 
winkeligen Dreiecks. 

1. Durch eine Höhe A_L c wird ein schiefwinkeliges Dreieck 
in zwei rechtwinkelige zerlegt (Fig. lt)5). 

Es ist: 

Ä = a ■ sin (3 (in Fig. 165,b ^^ a ■ sin 6 = u ■ sinjü) 
ferner: A = i ■ sin « (in Fig. 16ö,c ^ Ä ■ sin s = ö • sin r), 

oder 




(IX) 



Ebenso würde die Benützung der beiden andern Höben ergeben: 
6 : c = sin ^ : sin y und « : c ^ sin a : sin y. 
Dies ist der sogenannte Sinussatz: 



Die Seiten eines Dreiecks verlmlten sich wie die t 



I ihrer 



Zusatz. Dieser Satz schlielst auch für den besonderen Fall, dafs 
etwa ^y^B ist, den Satz in § 35, 1 in sich; er umfafst auch die 
Sätze in Teil I, § 17, 2b und § 18, 1 und ergänzt sie durch die bestimmte 
Angabe über den Wert des Seitenverhältnisses. 
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Anmerkung. Ein zweiter Beweis ergiebt sieb, unter Benützung 
des dem Dreieck umbescbriebenen Kreises. Ist dessen Dvirchraesser d, 
so ist (§ 30, 3 Zus.) 

ü, = d sin u oder <? = . - - oder = —. — ^ = ^ 

2. Nach dem allgemeinen pythagoreisehen Satz {§ 27, 2) ist: 

«3 = fes _|_ pa qi 2c3. 
Wenn nämlich <f, a spitz (Fig. 165, a und b), so gut das obere 
Zeichen, und es ist g ^ & cos a; wenn aber -^ a stumpf ist (Fig. 165, c), 
so gilt das untere Zeichen, und es ist 3 = ö cos £ = — h cos a. In 
jedem Fall gilt also die folgende (trigonometrische) Foi-m des all- 
gemeinen pythagoreischen Satzes t 

(X) a^^b^ ~\~c^ — 2bc cos«; ebenso: 

6^ ^ «^ -(- c^ — 2ac cos ß, 
c^ =^ a^ -\-b^ — 2ai cos y. 
Dies ist der Cosinnssatz: 

In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seite gleich der 
Summe der Quadrate der beiden andern Seiten vermindert um 
das doppelte Produkt dieser Seiten und des Cosinus ihres 
Zwischenwinkels. 

3, Eine Seite ist die Summe ihrer Abschnitte zu den andern Seiten. 
So ist in Fig. 165, a: 

p = Ci-iiasß, 2 = t-cos(v und:c= p -\- Cf, 

in Fig. 165, b: 
^ = «■eosi?= — M-eos^, q ^ h ■ cosa und: c ^ — P + 5i 

in Fig. 165, c: 
p = a ■ cos |3, 2 = (( ■ fiosE = — h- 00s a und; c ^ p — 5; 

also ist in jedem Falle: 

c ^ a ■ cos ß -\- h ■ cos a; ebenso; 

b = c ■ cos K + a ■ cos y 
a = ö ■ cosy 4* <^ * cos^. 
Dies ist der sogenannte Satz der Abschnitte (Projektionssatz). 
Die erste dieser Formeln giebt: 

S . CO, „ _ c - o • 00s ß, 
der Sinussatz giebt; 

Das Quadrieren und Addioren dieser Gleichungen fiibrt zu dem 
Cosinussatz. 
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Teilt man durch diese Gleichung die vorangehende, so erhält r 
(auch aus der Fig. 165 unmittelbar ablesbare) Gleichung: 

ootg ß = —jf = —^-^-f- oder: 
cotg K = ---]--ä — "otg §■ 

Dies ist die sog. Cotangensformel. 

4. a) Wird im A ABC (Fig. 166) AS = AU = c 
so wird CS = (& + c) und CTJ=^ Q> — c). Zieht man noch 
BU, so wird ASAS gleichschenkelig, also ist 
■^ S = — ; aber -^ SSU ist als Umfangswinkel im 
Halbkreis ^ U, 



& + V 



(XI) 



■^AUB^ABU=QO'>—'^ 



und <f_d^ ß-^-±^ = 

Wii'd noch UV S- ÜB gezogen, ao ist 

VU die Gegenkathete zu d, andererseits BS die 

Gegenkathete zu -^ ■ Nun ist aber 

rU:B8^ CU: CS, oder: 
BU-igS : BU ■ig^^= Q> — c) : (i + c) 
oder: tg ^ : tg^ = (ft - e) : (& + ^O- 

Dies ist der Tangenssatz: 

In jedem Dreieck verhält sich die Tangens des halben 
schiedes zweier Winkel zur Tangens ihrer halben 
der Unterschied ihrer Gegenseit&ii m deren Summe. 

b) Eifl zweiter Beweis dieses Satzes ergiebt sich aus dem 
man leitet nämlich aus 

sin (i : sin |3 = 6 : c (nach § 2, 5a) ab 
(sinc.-sin^):(sin« + siii^) 

und formt nun die linke Seite umnach§39,«(Vin). 
5. a) Wird im A ABC(¥\g. 167) ^ A 
halbiert und werden von den beiden andern / 
Ecken aus die Senkrechten BX und C Y auf ^ -- 
die Winkelhalbierende gefällt, so erscheint 
auf dieser 




(XII) 



Unter- 
wie 
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XFoder BZ = AY — AX oder a ■ sin iJ = 6 coa - — c c 

ferner ist 

OZ -^ GY -i- XB oder ß ■ cos d == 6 sin ^ + c s 

Da aber Ä + y = 90° — |- = (5 — d, so ist 6 ^ ^^ 
also: 

a sin --y-^ = (ö — c) cos-|-l 

a cos '^ = (b -\- c) sin -x- 1 

Dies sind die Cagnoli'sclien Formeln (meist nacJi MoUweide 
benannt)*), aus denen durch Teilung der Tangenssatz folgt. 

6, Zeichnet man den dem Dreieck einbeschriebenen Kreis, so 
bilden die Berührungspunkte auf den Seiten Abschnitte, deren Grölsen 
schon im 1. Teil, § 3ö, y' angegeben wurden. 
Wenn s = ^ (ti + & + c), so ist s^ = s — a, 
8^=^ s — h,s^=^ s — e, während der Halbmesser 
des Kreises p nach § 21, 6 berechnet wird. 

Es ist 9 = l/^^»--* j 

und ans der Figur folgt nnmittelbar: 

COtg f = ~ , cotg I = -? , cotg 




(xni) 



Anmerkung. Aus dem Cosinussatz folgt; 

1 -f cos« 2(,c 2bC 

somit (§ 39, 6) : 2 cos' 1 == ^-^' , COS |- = )/^ • 

1 — cosK = 2sin^| = -^^, sin ■|- = l/^- 

Teilt man die erste Formel durch die zweite, 
wieder wie vorhin: 



'Vl^-''Vi;b. 



ergiebt sich 



*) Man merke sich, dafs (hier wie in §39,B,Vn) dem sinus mitvus gegen- 
übersteht, dem coiinm phts, ferner dein sitms coshms und umgekehrt. 
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§ 44. ßerechnnng von Seiten uad Winkeln im heliebigen Dreieck. 

1. Ein Dreieck ist bestimmt durch drei von einandei unab 
hängige Stücke; unter diesen muJs also mmde-ifcens eine Seite sein 
— Je nach der Zusammenstellung der gegebenen "stucke hat man 
vier Hauptaufgaben zu unterscheiden. Diese weiden im folgenden 
gelöst. 

2. ^s seien eine Seite und ihre beiden Anuirilel geyehm eiivi 
a, ß und y. — Dann ist auch der dritte Winkel bestimmt namlich 
« = 180" — (;i -f" y)- I*^ö Seiten b und c ergiebt dei binussatz 
nämlich: 



(1 


= —■ — -, c 


= -;---, 






wobei sin « = sin (/5 + y) gesetzt werden kann. 






Beispiel: 








o— 5,32 


lg sin (i 


1,91 7» 






ß— 55"48' 


lg» 


0,72 59 






y— 64»23' 


— lg sin o 
lg sin y 


0,06 33 
1,95 51 


6- 




(3 -}- ji = 120"11' 




o— 59''49' 


Igt 


0,70 67 


- 5,090 




lg« 


0,7443 


c = 


- 5,550 



3. £Is seien s-wei Seifen und ihr Zwischenwinkel gegeben, etwa 
b, c und a (wobei h > c). 

a) Wenn h und c Zahlen sind, deren Quadrate leicht (ohne Loga- 
rithmen) berechnet werden, so nimmt man zur Berechnung der dritten 
Seite den Cosinussatz: 

a == yb^-\-c^ — 2bc cos«; 
Kuv Berechnung eines Winkels kann die sog. Cotangensformel XI 
dienen: 

cotg ß = ^--^- ~ cotg a 



oder 



cotg y = 



-cotg«. 



Beispiel: 



6 — 15 
»-13 


Ij' = 226 
e' — 169 


lg 2iic 2,59 11 
lg cos« 1,7056 


«=59« 29' 


b' + c' — 394 

26« »OS « — 198 

a' — 196 


lg2ii(! cos« 2,29 67 
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SI, Kap. Ebene Trigonometrie. 



Ige 
lg sin K 



Ig c sin I 



1,11 39 
1,93 52 



1,0491 
1,17 61 



—^ 1,340 

cotg K = 0,589 
cotgy = 0,751 
y = 1,8756 



b) Wenn h und c mehrzifferige Zahlen sind, und es wird die 
dritte Seite verlangt, so verwendet man den Ooainuasatz in ab- 
geänderter Form: man set7.t in «" = ö^ -(- c^ — 26c cos « den Wert 

cos « = 2 eos^ — 1 

oder cos a = 1 — 2 sin^ — 

ein (nach § 39, 6, VIT.) und findet so: 

«3 = (?» -|- cf — ihc cos^ ^ = (6 + c7 — (2ybc cos ^ j und 

a« = (6 _ cf + 46c sin^y = (& — c)' + (2lAc sin -!)'■ 

So ist die Formel für die logarithmische Rechnung bequemer als zuvor. 
Setzt man noch 

2 ■ Ybc ■ cos -- = m, 
so wird a = "|/(6 + c + m) (h -j- ü — m) . 



b — 39,6 
e — 28,2 
„ _ 47° 36- 


lg 2 
lgco.| 


0,30 10 
0,79 88 
0,72 51 
1,96 14 


i 3il,6 

c 28,2 

4 + c 67,8 


|- — 23''48' 


m 61,1 
(, + ,; + .» 128,9 
6 + C-.» 6,7 




Ig«. 

lg(6 + c + m) 
lg (!. + »-«>) 


1,78 63 

2,1103 
0,8261 




lg» 


2,93 64 
1,46 82 


(1 — 29,39. 



c) Noch in anderer Weise lilfst sich die Formel 
«2 = ö^ -[- fi^ — 2 i c cos K 
1 bequemerer logarithmischer Rechnung umgestalten. Man set/t dat'üt 
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a' = l' (,m= f + cs'-J) + »■ (™' I + oos' |) 

oder «' = [((, + c) . si. -J ]' + [(6 - «) . oos ^J • (Vgl. XII,.) 

Auch so wird die Aaareclinung Ton nur zwei Posten verlangt. 

d) Wenn b und c mehrzifferige Zalileu sind, und es werden 
die hdde)t Gegenwinkel verlangt, so findet man durch den '" 
Satz ^ — -, und da - 
ji und y bestimmt. 

Beispiel; 
t — 2,81 
c — 2,55 
0-.59"«' 



-- =^ 90" .j bekannt ist so werden damit 



6 — c — 0,26 
ft + c ^ ö,36 

y —29« 53' 

t-b:_60«7' 



lg (S — «) i 1,41 50 



i + c 
t„f+l 



Igtgt» 



2,6858 
0,2406 
3,92 64 
4,4647«) 



2,46 17 



1^-p _ 289,6- 
t^j; _ 4.491- 

ß — 64«66i- 

- 56»17i- 

- Ö9°46- 
180" 0-. 



Die dritte Seite a lälst sich nun mittels des Sinussatzes finden. 

e) Wenn bei mehr^ilFerigen Werten von If und c die drei übrigen 
Stiieke zugleich verlangt werden, so erfordern die Cagnolischen Formeln 
den geringsten Aufwand in Benützung der Tafeln (sieben Ablesungen 
auf höebstens 5 Seiten) und geben noch durch doppelte Berechnung 
der Seite eine ßechenprobe. Man bildet nämlich aus beiden Formeln; 



„tl. 



und bereeliiiefc 



!g tg L_r = lg « sin Lv _ ij 
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Hierzu ergiebt sicli folgende Anordnung der Eeehnung: 



\g(t-c) 


1,41 50 


lg(6 + .) 


0,72 92 


lgoo.-|- 1,93 80 


lg»„f 


1,69 74 


lg-in«=^ 


1,3B 30 


l,a.o/-T 


0,42 66 


lg sin t^'' 


1,9249 


Igcost^ 


1,99 85 


lg« 


0,42 81 


Ig« 


0,42 81 



%%(t?) 


2,92 64 ■ 


V ^^ / 


4,4647 


'hV = 


2,46 17 


f^ _ 289,5- 


— 4»49',5 


l±l _ 90» - - 


J-_60»7' 







j- = 55n7',5. 

4. Es seien die drei Seiten gegeben, also a, h, c. 

a) Wenn die Zahlen raach quadriert werden können, so giebt 



Beispiel: 





e 


cos 


ig cos 




«—13 


169 


m - ofi 


1,77 82 


« — 53» 8' 


6 — 14 


196 


m - H 


1,7066 


J — 59"29' 


c -15 


225 


Mf-A 


1,58 50 


r — 67°23' 




180» 0'. 



b) Wenn die gegebenen Zahlen mehrzifferig sind, so berechnet 
man zunächst den Halbmesser p des dem Dreieck einbeschri ebenen 
Kreises: 



.-j/i- 



worauf sieh die Winkel ergeben aus XHl: 
5 a e ' 



COtg -iT = — , 



cotg|=^ 
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Beispie 
o — 2,68 
h — 2,81 
- 2,bb 


1: lg 

s — 4,02 1,39 58 — 
s, — 1,34 0,12 71 
«, — 1,21 0,08 28 
Sg = 1,47 0,16 73 


-Igs 


lg cotg 
0,2406 
0,19 63 
0,28 08 


-J — 29"Ö3' 
i — 32"28' 


2 s — 8,04 


i _ 27«39' 




21g(, 1,77 30 

IgS 1,88 65 

— Igp 0,1135 






«_59M6' 

ß — 64«56' 

y_55"18' 

180" 0' 



c) Zur Lösung laaaeii sich auch die Formeln für cos und sin 
(aus § 43, 6, Anmerkung) verwenden. 

5. .Es seien zwei Seiten imd der Gegenwinkel der einen 
etwa a.h.a. — Dann ist nach dem Sinussatz: 



Da zu einem gegebenen positiven Sinua sowohl ein spitzer Winkel 
als auch dessen Nebenwinkel gehört, so ist die Aufgabe im aU- 
genieinen zweideutig. 

Ist jedoch CT > &, so mufs auch cc > ß , i. h.. ß ein spitzer Winkel 
sein. Unmöglich ist die Aufgabe, wenn 5 sin « > » iat, weil sin ^ < 1 
sein mufs. 



a = 2,68 
h = 2,81 
« = 59''46' 



lg b I 0,44 87 

lg sin a 'j 1,93 6ö 

-IffCT 1,5719 



ß^ = 64057' 
(53=115" 3' 



Igsmß 1 1,95 71 
Die dritte Seite des Dreiecks kann nun nach 2 berechnet werden. 



5 45. Berechnung des Inhaltes des Dreiecks, der Halbmesser 
seiner Kreise und weiterer Stücke. 



1. Da im Dreieck (Fig. 169) Jh=bs 



1 y, so ist sein Inhalt 

(XIV) 



Der Inhalt eines Dreiecks ist 
halben ProdMkt zweier 
ihres .... 

2. Sind die Winkel ß und y und eine Seite a ^^— 

, so ist Fig. m. 
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166 ^^- ^^P- Ebene Trigonometrie. § 46 

^ =" ImV = sü. (ß + V) ' 

3, Der Fall, dafs alle drei Seiten gegeben, wurde schon § 27, 3 
behandelt. Übrigens i'olgt auch ans § 43, 6 Anm.: 

sin y = "j/M». ^ ß(,g " ,^ Yh' ' ^** ^^''^ 

4. Sind im A ABC eine Seite a und 
zwei Winkel gegeben, so ergiebt sich für den 
Halbmesser q des einbeschriebenen Kreises 
(Fig. 170): 

p = BOsin|-, 
während im A 506' nach dem Sinussatz 

asin-^ «sin^sia-^ 

B0 = 




Ebenso wird der Halbmesser p^ des an 
a anbesehriebenen Kreises: 

a^mym ^1 «cos ^ cos 2 

0j = BOi cos -|- = - — ß-^iTj; <=ö8 - , p^ = ^ 

sin - cos ^- 

b) Sind zwei Seiten b, c und ihr Z wisch enwinkel cc gegeben, so 
ergiebt sich p =^ «i tg y oder 

P = ^tg|(* + c - Vft^ + c^ — 2ftccos«). 
Für a = 90" ist hiernach p = |- (i + c — «). 

c) Wenn alle drei Seiten gegeben sind, so ist nach § 27, 5: 

5. Es sei d der Durchmesser des Umkreises eines Dreiecks. 
Dann liegt an ä der Seite a gegenüber der Winkel a; somit ist 
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XI. Kap. Ebene Trigonometrie. 

Seiten i 



Hieraus folgt weiter für den Fall, dafa 
winkel gegeben sind: 



167 
id ihr Zwischen- 



Tind falis alle drei Seiten gegeben sind (weil sin « = y-j: 
^ ^ a6c ^ __« &c__ _ 

Ö. Die Berechnung von Strecken (Seiten, Hoben, Seiten- 
abscbnitfcen u. s. -w.) eines Dreiecks, wenn der Dm-chmesser sdms Um- 
kreises und die Winkel gegeben sind, läfst sieb meist leicht durch- 
fahren. Die BO erhaltenen Formeln können benützt werden zu 
Berechnungen beliebiger Stücke aus andern gegebenen Stücken, indem 
zuerst der Durchmesser berechnet wird. 

a) Es ist 
a ^ d-sm a, ?> = (^ ■ sin /3, c = d- sin y, 

Aj = & ■ sin y = rf ■ sin j3 ■ sin y, 

j. ah, d^ . ■ g 

J ^ —^ = sm « ■ sin p ■ sm y. 

Der Abschnitt h^ zu b auf c ist: 

hg = b ■ cos a = d ■ s'mß ■ cos a . 
Nun ist ÄRCV ein Parallelogramm, also CR =^ AV und 
■^ S VA = ;■; somit ist der obere Hohen ab schnitt A.,' = d cos y, und 
der untere Höhenab schnitt ist: 

h^" = hg tg (90" — ß) = d -um ß ■ cosa ■ cotg /3 ^ (f ■ cos « ■ cos ß. 

b) Der Halbmesser p des Inkreises ist: 

o ^ ^ — = 2d ■ sin -r- ■ sin -^ ■ sin -^ ■ 




, = 2 rf - sin - - cos ~ - cos -rr ■ 



Anmerkung. Weiter ist: 






Q c -f" sin (J -|- sin ji = 4 COS — cos ■- 



ebenso folgt, weil 
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; SI Kap. Ebene Trigonometrie. % 45. 46. 

s = .^x + Sa -|- 5s = p (cotg y + cötg f + cot,g |-) ist: 

Diese Pormeln geltea für alle Winkel «, j5, y, deren Summe 180" 
3 lassen sieh auch mit Hilfe der Formeln des X. Kapitels un- 
mittelbar ableiten. 

c) Die Halbierende w^ zu « (^ig- l'iO) ergiebt sich nach dem 
Sinuseatz: . . / „-i 

!Cj = c ■ sm p : sin { p + I ; 



weil aber einerseits 

ß+^-lt + W 
so folgt: Wj = 



- d sin y, anderseits 

: ■ Sil g ■ sin 7 



d) Für die Summe zweier Seiten ergiebt sicli (§ 43, 5, Xllj): 



^ -|- c = a cos 
Ebenso ist: 



^~y . 



,lr-l. 



- = 2d • sin — sin - 



§ 46. Bepechiiiiiig des Gcradenzugs und < 
(Polygon ometrie.) 



1. Die Lage einer Geraden kann bestimmt werden duith die Ab 
scisse und Ordinate (§ 37, l) zweier Punkte deiaelben, ndei duich die 
eines Punktea und durch den Winkel der Geiaden mit dei Ase Um die 
Eiehtung der Geraden für die Wjnkelmessung genau festzustellen, denkt 
man sich jede Gerade oder jeden Geradenzug dnrch Bewegung entstanden, 
die Richtung dieser Bewegung wird durch Ordnungszahlen an den Ecken 
des Geradenzuges bezeichnet. Die Ooordinaten diesei Punkte bezeichnet 
man mit a^,, y^\ %, ä*^; x^, y^\ /„, y„ 

Der Neigungswinkel (das 
Azimut) einer Geraden gegen 
die Aie wird dadurch bestimmt, 
dafs man durch den Anfangs- j=2^ 
punkt der Geraden die Parallele — ''2»< 
zur positiven Ase zieht und 
von dieser ab als dem ersten % 
Schenkel den Winkel in dem j 

bereits § 37, 2 angegebenen -''' g Jj C DA 

! mifat, Fjj, 172 
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XI, Kap, Ebene Trigonometrie, 

Geraden 12 = 



169 



Wenn in einem Geradenzug 
34 = % . . , . mit der Äse die Winkel w^, tv^, % . , , . bilden, und wenn 
wir unter -^ a^Oj den Aulsenwinkel verstebcH, weichen die Verlängerung 
von 12 mit 23 bildet, so ist (l, Teil, § 14,4 Anm.b): -^ Wj ==Wi + «iflg. 
Wird der Winkel der Eichtungen 21 und 23 mit <% bezeiclinet , so ist: 
b. e. 




^ ((j«g =; Kj + 180", da in letzterem Winkel statt 12 die Gegenrichtung 
21 als erster Schenkel betrachtet wird. Daher ist 

Wg = wi + «a + 180", 

MJg = w, + «3 + 180", 



w„ = «f„_i + Df„ + 180«, 
3. Die zwischen den Eufspunkten AB {Fig. 172) der Coordinaten einer 
Strecke 12 liegende Strecke der Aie nennt man den Axenabschnitt (die 
Normalprojektion) zu der Strecke; man betrachtet sie als positiv, 
wenn die Bewegung von A nach B in der Siehtnng des ersten Schenkels 
statthat, negativ im entgegengesetzten Fall, d. h.; 

a) Der Axenabschmft einer Sirecifce ist positiv, wenn er auf dm ersten 
Schenkel des J^eigimgswinkds fäUt, negativ, wemt er <mf dessen GegenstrM fällt. 

Es ergiebt sich leicht: 

b) Der AbscImiU eu einer Sirecke auf einer Äxe ist stets gldck dem 
Unterschied dm- auf dieser Axe gemessenen Coordinaten der Grempunkte. 

Für den unterschied der Abscissen und der Ordinaten zweier auf- 
einander folgenden Punkte des Geradenaugs erhält man somit die folgen- 
den Gleichungen: 



tf2 - 



2/j = % sin %, 
■ j/g = «g sin % , 



3. Da för die Abschnitte der Strecken des Linienauges 1 — 5 (Fig. 172): 
AB -\- BC -\- CD -\- DE = AE, 
und weil dies auch der Axenabschnitt der Strecke 15 ist, so folgt: 

a) Die Stimme der A3>enab schnitte der Strecken eines Geradenmges isi gleich 
dem Aä:mabschmtt m der Strecke vom ersten iis zvm letzten FwMe desselben. 
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XL : 



e Trigononietrii 



li) Diese Simme ist IftfU wnn dei Gemdenzug gadilossen oder wenn 
die SMufsbftecle senhecht zur Äxe ist 

Aus obigen Gleichungen folgt dmct Zusammf h/ J.lilen : 

^n^ h ~^ "i "^^ '"i ~l" **s '^'^^ "3 ~f~ "n— 1 cos iV^—i 

y» = ''1 + '»1 sm M-i + Og sin w^ + rt„_i sm i('„_i. 

4. Wild in Pinem geschlossenen &eradenzug oder Vieleck 1, 2, 
3, , . . . m die Richtung 1» als positive eiste Ase und die Drehung im Sinne 
des Innenwinkels von 1k nach 12 als positive Diehung aofgefafst, so ist 
in diesem Falle w^ =«i, ff^n = an, 2/n^O. Benutzt man nun die aus 1 sich 
ergehenden Werte von % , Wg . . . . w„ _ 1 und beachtet, daft bei einer Änderung 
des WiiJrels um 180" sin und cos hlofs ihr Zeichen ändern, so folgt aus 3; 

— «H— 1 cos ("1 + «s "+■ «n— i) I 

= «1 sin «1 — Hg sin («i + «3) + «a sin (a, + «^ + aM ^ > 

««_, sin {«, + «, + ■■■■«„_,). j 

Diese beiden Gleichungen dienen zusammen mit der Gleichung (T, Teil, 

§ 14, 5) ß, + f'a H ß. = (« — 2) 180" 

zur Bestimmung von drei fehlenden Stücken, Seiten oder Winkeln 
eines Vielecks aus den übrigen Seiten und Winkeln. 

Da jede Seite «^ als erste Axe aufgefafst werden kann, so ergehen sich aus 
diesen Formeln noch weitere durch foi-tschreitende Vevtauschang der Marken. 
6. a) Ein fehlender Winkel ergiebt sich aus der letzteren Gleichung. 
Wenn noch aufserdem zwei Seiten unbekannt sind, so nimmt man eine 
derselben als Axe a„ an. Die Gleichung für die zweite Axe enthält dann 
nur die andere unbekannte Seite n^; diese berechnet man zunächst und 
setzt dann ihren Wert in die andere Gleichung ein. 

b) Sind eine Seite und zwei anliegende Winkel zu berechnen, so nimmt 
man eine an die fragliche Seite anstofsende als ei-ste Axe, so da& «„_i, u^—i 
und a„ die fehlenden Stücke sind. Aus den Gleichungen XV folgt dann: 

+ ffl„„i sin ((^ H a„-i) = — % sin «1 H (i„_ä sin (b^ -J a„-i) 

+ a -icosf«! + tn-i) ^«B — «1 s«j-| a„_acos(a^ -| o„_ä), 

woraus duicb Quidneren und Addieren 1, durch Teilen tg («^ ^ w«— i)t 

somit an z i fin len ist 

c) Liegen die be den inbekannten Winkel an einer andern als der 
unl e kannten bete so nimmt man diese andere "^eite ah erste Ase 1«; 
die LlechmgenXV enthalten dinn noch den unhekinnten Winkel a^ und 
die unbekannte Seite a„ — Um einen Winkel auszuscheiden, setzt man 
alle Gliedei der tTleichungPu die iiesen Winkel enthalten, auf eine Seite, 
]ua liiert addiert und ^eiengt de entspiech enden Glieder, wobei unter 
Bprucksichtignup von ^^^ t + sin r = 1 

md cos( 4-j)''os + sin(_(- + i;;sm) = tisj/ 
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der betreffende Winkel herausfallen wird. Dann läfst sich die fragliche 
Seite 'aus der entstandenen (quaclratischen) Gfleiehuitg bereohnen. 

Um Cj uiiinittelhar zu berechnen, trennt man in der zweiten Glei- 
chnng XV a^ und die übrigen Winkel nach der Formel 
siu («^ + s) ^ sin «j cos s -f- cos «i sin s; 
man erhält so eine Gleichung von der Form p sin «i + 2 cos Kj = 
(ygl. § 43, la). — Zur Berechnung eines andern Winkels «,- nimmt da- 
gegen die Gleichung die Form an 

ßsinßr + 5Gos«^ = s (§ 41, 3c). 
6. Um den Flächeninhalt def 
Vielecks zu bestimmen, betrachten wi? / \ • 

der Reihe nach die Seiten Oj, fflg, 0«— i / \?\ 

als önmdseit«n von Dreiecken, 
Gegenecken in 1 liegen. Die Höhen zu 
diesen Grandseiten "werden berechnet als 
Senkrechte des Punktes 1 in Bezug auf 
die betreffende Grundseite als erste Ase; 
d. h. es ist (nach 3): 
Ä, = a, sin « 

ftg = dg sin «3 — a^ sin («g + a^) ^8- "*■ 

K '= "s s^° "i ~ "a ^'" i"i + ''») + % sin (wi + «3 + «a) n. s. w. 
Fällt hierbei die Höhe, wie k^, auf die äufsere Seite der Seitenstrecke a^, 
so wird sie negativ; in der That ist dann aber auch das Dreieck 145 negativ 
üu nehmen, um durch Zusammenzählen der genannten Dreiecie den Flächen- 
inhalt des Vielecks zu erhalten. Daher ist der doppelte Flächeninhalt: 
2 J-=aa«i sin«^ + «3 [05 sinKg — a^ sin («3 + a^J] 

+ (i,K sin «,— «, sin («, + «,) + ß, sin («, + «s + '^.)] 
+ 

«1 sin (a^-i + «„-a -\ kJJ , 

2/=a,Ksin«,-«, sin («, + «,)+. -a„_isin(c., + --«,_i)l | 
+ Ö3[<i3Sin«3 — a4sin(«3 + «J-^ a„_i5in(a3 + - ■■tt„_i)] I 




(XVI) 



-f- «n—i a„_-a sin t[„_i. 
Für ein Viereck folgt z. B.: 
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XII. Kap. Anwendungen der DreieckEtechnung. 



Zwölftes Kapitel. 

Anweaduageu der Dreieeksreehnung. (Prabtiselie Geometrie.) 

§ 47. Bestimmung von wagreehten Strecken. 

1. Wenn der Abstand zweier Punkte AB = x bestimmt 



■werden soll, ohne dafa seine unmittelbare 
beide Grenzpunkte zugänglich sind, so 
Punkt C die Strecken ÄC = h und BC=^a, 
sowie ^ACS= y gemessen; dann ergiebt 
sieh AB nach § 44, 3. 

Zusatz. Werden nocli auf CA und CB 
die Strecken OB, = öj und CA = Ö,, und 
wird auch A^B^ = c 
Dreieck A^B^C: 



möglich ist, während 
erden von einem dritten 



=y. 



«,».' 



'Vi 




hierbei sind s, i 



, s, ans den Seiten 



Man erhält dann (gemafs § 44, 



lo) die Gleiohnng 



und so die gf^suchte Entfernung ohne Wintelmessung. 

2. Ist nur ein Grenzpunkt A zugänglich und kann man 
a) von A nach £ und C sehen, und auch von nach A und B, 
so wird AC=b und ^ BAG = cc, <^ AGB = y gemessen; dann 
wird AB bestimmt nach § 44, a. 

Zusatz. Der Satz von Menelaos (§ 15, ib) bietet ein Mittel, diese 
Aufgabe ohne Winkelmessung au lösen: Man stellt in C\ einen Signal- 
stab in Eichtung Yon BA und A,B^ auf und mifst AC^ = d, ÜB^^i\, 
CA = t, C^Ä^ = c und B^A^ = c,; dann ist in dem Dreieck AB^Gi 
mit der Schnittlinie CA.B: 



dazu 



h) Kann man B zwar nicht von A aus sehen, wohl aber von 
Bj und von C aus, so wird eine Standlinie B^G = 
AG=l und -^AGB^y, ^ AB^B = ß^. 
Dann ist A 

BG = -^^yP^,=^a und 
x^ ^ a^ -i-b^ — 2ai cos y. 
3. Sind beide Cfrenzpunkte A und B 
unzugänglich, so wird eine Standlinie GJ) 
so gewählt, dafs man von deren Grenzpunkten 
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aus nach A und B sehen kann; dann wird CD^a gemessen. In 
den Grenzpunkten der Standlinie werden die Winkel der letzteren 
mit den nach A und B gerichteten Sehlinien gemessen, nämlich 
(Fig. 176) a, ß, Kj, /5j. Nun kann man die Seiten AC und BC des 
Dreiecks ABC berechnen aus den Dreiecken ACD und BGB (nach 
§ 44, s), ebenso AB (nach § 44, 3). So ergiebt sich: 

■cos(« — /3). 



Statt t^ABG kann auch l\ ABB in Betracht gezogen werden. 

4. Au3 der bekannten Entfernung zweier Punkte jl.B=c(Fig. 176) 
und aus den Winkeln «, ß, «i, ß^, welche in zwei weiteren Punkten 
C und I) zwischen den nach den andern Punkten gerichteten Seh- 
strahlen gemessen wurden, soll die Lage dieser Punkte Q und J) gegen 
AB bestimmt werden (Hansenache Aufgabe). 

Die in 3 aufgestellte Gleichung zwischen x und a giebt aus dem 
bekannten Werte x^e den fragliehen Wert OB = a; dann können 
auch AC, AB u. s. w. berechnet werden. 

5. Aus der bekannten gegenseitigen Lage dreier Punkte ABC, 

BC = a, AC = l, ^ACB = v, 

und aus den in einem vierten Punkt D ge- 
messenen Winkeln der Sehlinien nach jenen 
drei Punkten ^AI)C = ß, BBC=a, soU 
die Entfernung des Punktes B von A, B, C 
bestimmt werden (Snellius 1614, meist die 
Pothenotsche Aufgabe genannt 1692). — Ist 

DG^x, -^GAD^a,, ^CBB^ß,, 
so ist ^'^ '"■ 

« + (J + «i + ^i + r = 360", ß, = 360" - (« + ^ + 3,) - «^; 
oder, wenn 360" — (a ~\~ ß -\- y) ^ S gesetzt wird, ist ßy = S — %. 
Nun ist nach dem Sinussatz sowohl 

X =^ — —-ä^ , als auch x =^ - ■ ^ ^ *- , 

also: ^—^. — = — ^^ oder: ^^ ^^^— ^- = —g:~ä, 

hieraus: sin tf eotg «j — cos ^ = — ■. — 3 , 

also endlich: cotg «^ = —. — . —. -\- cotg S. 

Der hieraus gefundene Wert von «^ wird dann in einen der Werte 
für X ( 
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Zusatz. Bestimmt maji einen Hilfswinlsel w so, dafs 



(oder § 39, S): 



Hieraus findet man i 
Beispiel: 



, dann damit 



cotg a, = ootg ip -f- cotg S 



ß = 


41 


s- 


52 


tt = 


43«36' 


(S- 


59"68' 


r — 


139»15' 



lg 6 1 1,71 60 
5 sin K 1 1,83 86 



lg sm(9 + J) 1 1,56 31 
1,82 Ol 
1,9492 



Summe — 242» 49' 
ä— 117"11' 

(62<'49' 11) 

y— 41"22' 

,, 4- ä _ 158''33' 

(21"27' n) 
Hieraus dann weiter AD = 



Igd 1,6128 

lg sin/» 1,93 74 

lg sin* 1,94 92 

lg cotg gj 0,05 52 



lg cotg a^ 

lg sin», 

lg» 

— lg sin ^ 



1,79 38 
ÖS»?' 
1,92 90 
1,71 60 
0,06 26 



1,70 76 



x = 51. 
53, BB — .58. 



Zusatz. Purch Zeiclinuiig wird die Aufgabe gelöst mit Hilfe von 
Kreisbogen um g, und h als Sehnen und mit c und j3 als ihren ümfangs- 
winkeln (I. Teil, § 34, fi). Die Aufgabe wird unbestimmt, wenn 

« + (! + )'- 180"! 
denn dann fallen beide Kreise in einen zusammeii, und es wird 



6. In ähnlicher Weise kann folgende Aufgabe gelöst werden. 

In zwei auf demaelbeii Meridian liegenden Orten A (Stockholm) und 
B (Capstadt) (deren Meridianbogen sieh aus der Summe ihrer geogra- 
phischen Breiten gj = 59''20,5' 
und 9?^ = 33'>54,9' ergiebt: 
y = 93** 15,4') wurde gleich- 
zeitig der Winkel der Lotlinie 1 
mit der Uiehtung nach dem 
Monde 1} gemessen, 
«^ = 6P13,5', 

/3i == 33"20,4'. '■"■""■ 

Es ist zu berechnen, um wieviele Erdhalbmesser der 
Erdmittelpunkt entfernt war. 
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XII, Kap, Anwendungen der Dreiecksrechnung. 
« + /? — «, + ft — 7— 1»18,5' _ 78,B'. 



Da « und ß < 1'*, so darf man (nach § 42, 8) auch setzen: 



Mail setzt nun den Wert 

sin ß = arc k = — 
oben ein nnd erhält: 



™(ß 



wobei 

«, + p, 



— 47''17', 



1 _ 13»57'. 



lg 2 0,3010 
1,86 61 
1,98 70 



lg(« + ß 



0,15 41 
1,8949 



3: = 62,44 n 



7. In einem Punkt S seien die Winkel der Strahlen nach vier 
Punkten ASCD einer Geraden gemeaaen: 
■^ÄSB-o, BSC — ß, -^CSD — r 
und aufserdem die beiden Strecken 

AB — a, CD — b; 
man soll BC berechnen. 

Ist h die Senkrechte von S auf AD, 

' 2 . AS AD = (a + x + b)h '"■ "•■ 

= SASn sm(a + ß + r), 
während 

SA~^^, SD — i^, h — SB Hin B — Sf^ „in B. 
Hieraus folgt die Gleichung (^a-^h -{- x)x ^— s m p am[« -|- j i -f- y) ^ 
und aus dieser ist x zu berechnen. 
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§ 48. Bestimmung von Höhen. 

1. Es ist die Höhe eines Punktes jS über einuni Funkt Ä 
zu bestimmen, von welchem aus eine Standlinie AB = a nach 
der Lotlinie des Punktes S gerichtet ist. 

a) Läuft die Standlinie AB = a wagrecht, ^ ^^ 
so sind an beiden Urenzpunkten die Höhenwinkel 
K und ß zu messen. Ea ist dann 



SB = 



;p-«) 

X ^ - 



- SB ■ sin ß, 



\'>^ 



in(p - «) 



vagrecht, so wird aiil'ser 



b) Läuft die Standlinie AB nicht 
den Höhenwinkeln a und ß auch der 
Neigungswinkel y der Standlinie be- 
stimmt. Es ist dann 

SA = 
X = SA sin ö 

3. Ist die Standlinie AB nicht Kg. lai. 

nach der Lotlinie des Punktes iS 

gerichtet, jedoch a) wagrecht, so werden in ihren Gfrenzpunkt* 
die Winkel a und ß gemessen, welche die Standlinie mit den wa; 
rechten Biehtungen nach der Lotlinie bildet, 
und auTserdem wird ein Hohen winkel 
messen. 

Dann ist: 




.S 



^ AF8 : 



= B, 






folglich 



Statt dessen können auch zwei Strecken 
AB = a, BG=h 
einer wagrechten Standlinie gemessen werden 
und dazu die Höhenwinke! tc, ß, y in deren 
Grenzpunkfcen. Dann ist 
^ir = a;cotg«, £.F = 3:cotg^, CJ'^aicotgj'. 
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g 48. 49. XIT. Kap, Anwendungen der Dreiecksrechnung. ] 

Nach § 27,4 folgt: 
a^^cotg^K ■ b -j- a^^cotg^y • a = x^ coig^ ß(a -j- b) -|- ai{a-\-b), 

s^ ab{a-\-b) 

^ a cotg' v + b cotg' a^{a + b) cotg' ß ' 

b) Ist die Standlinie nicht wagrecht, 
30 hat man ihren Neigungawinbel y zn messen 
und anfaerdena die wasrechten Winkel 



FAB.^a, FB,A^ 
sowie den Höhenwinkel FAS^ 

Dann ist AB^ 
folglich 
x= AFtg d oder: x 



(« + P) 




§ 49. Plächenteilnng. 

1. Ein Dreieck ABC soll parallel zu einer gegebenen Richtung 
im Verhältnis p : q geteilt werden; diese Richtung mache mit AB 
den Winkel d. — Aus % 20, 4 folgt: 



somit: 

Ln(r + «) 




2. Ein Viereck ABCD (Fig. 186) ist im Verhältnis p : q zu 
teilen parallel zu einer Richtung, welche mit AB den Winkel s 
bildet. — Wenn AD und BC einander in S schneiden, so ist 




_ g(J + a-DS) + i)- PDS ^ 



2(r + 5) ««<« + « 
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178 SU. Kap. Anwevidujigeii der Dreiecksrechnung. 

da aber ^ ^ ^ ~'i^Jrä^:^ > 

so ist beim Einsetzen in die vorige Gleichung: 

SX' = , ■---^^."-<^- +P.~;' r.\ (sa' sin « siu /3 + pc' sii 
Beachtet man noch, dafs 

DX= SX — 



so wird aus SX auch leicht DX gefunden. 

3. Ein Viereck AB CD ist yon dem in einer Seite gelegenen 
Funkt T aus in einem gegebenen Verl^itnis p: q zu teilen. — Ist 
YC = m und setzt man 

in die Formel in 2 ein, so folgt: 

+ !>«' 



SO ist j^X und hier auch die Laire des Punktes X auf ^1) berechnet. 
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Übungsaufgaben. 
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Aufgaben zur ersten Abteilung. 

I. Aufgaben über StreckenveFhältnisse. 

1. Zeichne drei Strecken « = 21 mm, 6 = 56 mm, o = 35 ram, § 1. 
gieb ein gemeinsames Mafs derselben an und erprobe es. 

3. Auf einer Strecke a kann eine andere b xmal abgetragen 
werden, dann der Rest c auf 6 j/mal und der jetzt bleibende Rest d 
auf c smal, wobei kein Rest bleibt. Man soll das Verhältnis von a 
zu b berechnen. — Beispiel: x ^ 4,' y ^= 3, s = ö. 

3. a) Welche Gröfae haben die drei Mittel zu zwei Strecken a § 2. 
und b, wenn letztere in Millimetern gegeben sind: «) 10 und 40? 
ß) 20 und 180? y) 10 und 90? 

b) Suche weitere durch Zahlen angebbare Strecken, deren drei 
Mittel sich wieder durch ganze Zahlen angeben lassen. 

c) Bereohne das harmonische Mittel ku folgenden Saitenlängen, welche 
harmonische Klänge geben: 1, -i; 1, l; |, i; 1, f; ^, J- 

Aufgaben zum ersten Kapitel. 
II. Lehrsätze. 

1. Zieht man von beliebigen Punkten einer Geraden je zwei § i. 
Strahlen nach den Grenzpunkten einer zu ihr parallelen Strecke, so 
werden auf einer dritten Parallelen durch jedes Strahlenpaar gleich 
groläe Strecken begrenzt. 

2, Bin Dreieck, in dem zwei Schwerlinien einander gleich sind, § 5, 



3. Qleichschenkelige Dreiecke sind ähnlich, wenn ihre Winkel 
an der Spitze übereinstimmen, oder die an der Grundseite. 

i. Zwei rechtwinkelige Dreiecke sind ähnlich, wenn sie im Ver- 
hältnis der beiden Katheten oder im Verhältnis einer Kathete zur 
Hypotenuse übereinstimmen. 

5. In ähnlichen Dreiecken entsprechen einander nach Lage und 
GrÖfsenverhältnis die Höhen entsprechender Seiten, die Halbierenden 
entsprechender Winkel, die zugehörigen Abschnitte u. s. w, 

6. Dreiecke, deren Seiten paarweise aufeinander senkrecht stehen, 
sind ähnlich. 
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182 StreckenYertiiltmsGe (Kap. I), II. HI, 

[§ 5.] 7. Zieht man durcli den einen Schnittpunkt zweier einander 

schneidenden Kreise zwei Strahlen, welche jeden dieser Kreise noch 
in einem weiteren Punkt sehneiden, so werden durch die beiden 
Schnittpunkte je eines Strahles und durch den zweiten Schnittpunkt 
beider Kreise Dreiecke bestimmt, welche einander ähnlich sind. 

8. Von drei Kreisen, welche zwei Punkte gemeinsam haben, 
begi'enzen zwei auf den Strahlen eines dieser Punkte je eine Strecke, 
und der dritte Kreis begrenzt mit einem der ersteren je eine zweite 
Strecke so, dafs das Verhältnis beider Strecken für alle Strahlen das 
gleiche ist. — Andeutung: Man benütze Aufg. 7. 
§ e. 9. Von drei parallelen Strecken im Zweistrahi ist das Verhältnis 

der Unterschiede der ersten beiden zum Unterschied der letzten gleich 
dem Verhältnis der zugehörigen Abschnitte auf einem Strahl. 

10. Teilt eine von drei parallelen Strecken c im Zweistrahl 
die Abschnitte zwischen den beiden andern parallelen Strecken a 
und 6 im Verhältnis p:q, so ist 

11. Für jedes Dreieck ist die Summe der Entfemangen der 
Ecken von irgend einer Geraden gleich der dreifachen Entfernung 
seines Sehwen^unkts Yon diei 



III. Bereclimingeu und Zeichnungen. 

12. Der Mefekeil, welcher benützt wird zum Messen des kleinen 
Abstands zweier wagrecht (auf Böcken) liegenden Mefsstangen, ist 
ein Keil, dessen obere Breite a und dessen Länge l sei. Wie ist die 
Länge l einzuteilen, damit die Zahl des Teilstrichs, bis zu welchem 
der Mefskeil zwischen den Stangen einsinkt, zugleich den Abstand der 
letzteren gieht? 

13. a) Trägt man auf einer Geraden zehn beliebige gleiche 
Teile ah, am Endpunkt senkrecht zu ihr ein mm, und verbindet man 
den Endpunkt des letzteren mit dem Anfangspunkt der Strecke, so 
lassen sich auf den Senkrechten der übrigen Teilpunkte ^ijj, -^^, 
-^ff mm u. s. f. ahmessen. 

b) Man soll einen Quer- oder Transversalmaissfcab entwerfen für 
tVi, sV» -h> ^h,-^ ^- w- G- (= der wahren Grofse). 

14. Durch einen Punkt soU eine Gerade derart gKsogen werden, 
dafs sie auf den Schenkeln eines Winkels Strecken von gegebenem 
Verhältnis p : q begrenzt. 

15. Ehjreh einen gegebenen Punkt ist eine Gerade so zu ziehen, 
dafe die zwischen die Schenkel eines gegebenen Winkels fallende 
Strecke durch den Punkt in gegebenem Verhältnis p : q geteilt wird. 
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III. Streekenrerhältnisse (Kap, 1). 183 

16. Durch einen Punkt soll eine Gerade so gelegt werden, dafs [§ 7] 
ihre Abstände von zwei gegebenen Punkten in einem gegebenen Ver- 
hältnis p : q stehen. 

17. Zwei mit ihren Nullpunkten zusammengelegte Mafsstäbe 
(oder solche, die an diesen Punkten durch ein Charnier verbunden 
sind, Proportional-Zirkel) aoUen benutzt werden, um: 

a) zu einer gegebenen Strecke a die Strecken l^a, }l-a u. ä, 
zu finden. (Mache den Winkel beider Lineale so grois, dafs bei 
81 mm a als Abstand der Teilpunkte hineinpafst und messe den 
Abstand bei 35 mm.) 

b) zu drei Strecken a, b, c das vierte Verhältnisglied x zu finden: 
a:b = c:x. (Trage a auf beide Mafsstäbe ab , öflhe den Winkel 
derselben, bis b in den Endpunkten von a als Abstand in den Winkel 
pafst, trage c auf beide Mafsstäbe ab; der Abstand der Endpunkte 
von c ist x^) 

c) das Produkt zweier Zahlen a-b zu bestimmen (1 : a == 6 : ab). 

d) das Verhältnis zweier Zahlen « ■ 6 zu bestimmen 



(l-.l-a:^). 



18. Auf einer Geraden sei eine Strecke AB = 20 mm durch § i 
einen Punkt Q geteilt. Man soll für verschiedene Lagen von Q, so 
dafs AQ ^ b, 16, 25, — 4 mm wird, Art und Gröfse des Ver- 
hältnisses V'= AQ: QB berechnen. 

19, In der vorigen Aufgabe werde Q um 2 cm in der Geraden 
nach der einen oder andern Richtung verschoben; man soll zuerst 
ohne Rechnung die Art der Änderung von Y angeben und dann das 
neue Verhältnis berechnen. 

30. Auf einer Geraden seien von einem Punkt A aus nach 
einerlei Richtung drei weitere Punkte P, Q, B entfernt um 11, 23, 
38 mm; welches sind die Werte der zwischen P, Q, B möglichen 
T eil verh ältniss e ? 

31. Wo liegt auf der Strecke ^.B=20BQm {oder auf deren Ver- 
längerung) der Teilpunkt §, dessen TeilverMltnis AQ : QB = ^, 9, 
— 34-, — ^ sein soll? Die Strecke AB ist zu zeichnen und die 
Punkte sind einzutragen. 

22. Wo liegt der Endpunkt einer Strecke AB, wenn 

AQ^ 18 (24)mm und AQ : QB = 6 (— 7). 

23. a) Welche Gröfse haben die drei Mitte! zu zwei Strecken a 
und b, wenn letztere in Millimetern gegeben sind: a) 10 und 40? 
ß) 20 und 180? y) 10 und 90? 

24. Es sind zwei Strecken zu zeichnen, deren Summe s (oder 
unterschied d) und Verhältnis p : q gegeben sind. 
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Ig4 Gewendet Pai'aÜcle. Geometrisohc Mittel (Kap. ü). IV. 

Aufgaben zum zweiten Kapitel. 
IV. Lehrsätze. 
I. 1. In einem Dreieck verhalten sieh zwei Höhen umgekehrt wie 

die zugehörigen Seiten, Beweis? 

2. In einem Dreieck wird die Verbindungsgerade der Höhenfiifs- 
punkte auf zwei Seiten, um deren Winkelhalbierende gewendet, parallel 
der dritten Seite. 

3. In einem Dreieck teilt der Schnittpunkt der drei Höhen 
letztere so, dafs das Produkt der beiden Abschnitte jeder Höhe für 
alle drei den gleichen Wert hat. 

4. Ist in einem rechtwinkeligen Dreieck eine Kathete das 
geometrische Mittel zwischen den beiden andern Seiten, so ist die 
zweite Kathete gleich dem Abschnitt auf der Hypotenuse, die der 
ersteren Kathete anliegt. 

6. Umkehmng dieses Satzes? 

6. Im rechtwinkeligen Dreieck verhalten sich die Abschnitte 
der Hypotenuse wie die, Quadrate der Katbeten. 

7. Zieht man durch irgend einen Punkt eines Kreisbogens zwei 
Parallelen zu den Berührenden seiner Grenzpunkte, so ist die von 
der zugehörigen Sehne begrenzte Strecke jeder dieser Parallelen das 
geometrische Mittel zwischen den Abschnitten der Sehne, die zwischen 
den Parallelenpaaren liegen. 

3. 8. Legt man durch zwei Punkte A und IB beliebige Kreise, so 

sind die von einem dritten Punkt C der Geraden AB an diese Kreise 
gezogenen Berührenden alle einander gleich. 

9. In einem Kreise verhalten sich die Quadrate zweier von 
einem Punkt ausgehenden Sehnen wie die ihnen zugehörigen Ab- 
schnitte auf dem Durchmesser dieses Punktes. 

10. Wenn in einem Eck eines Dreiecks an den umbeschxiebenen 
Kreis die Beröhrende gezogen wird, so teilt sie die Gegenseite im 
Verhältnis der Quadrate der anliegenden. 

11. Die beiden Strahlstr ecken einer Geraden von einem, Punkte 
des Umfangs eines Kreises, die von diesem Kreis und von einer 
zum Durehmesser des ersteren Punktes senkrechten Geraden be- 
grenzt werden, ei^eben ein Produkt, das für alle Strahlen das gleiche 
bleibt. 

12. Durchschneidet in vorangehender Aufgabe die Senkrechte 
den Kreis, so ist das genannte Produkt gleich dem Quadrat der 
Sehne von dem erstgenannten Punkt nach dem Schnittpunkt der 
Geraden und des Kreises. 

13. Zieht man in einem Sehnenviereck ASCD zu der Be- 
rührenden des Punktes A eine Parallele, welche von AB, AC und AD 
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IV. V, Zweistrahl und Kreis (Kap. 2). 185 

in Bi, (7i und 7), getroffen werde, so sind Ji^^C^, C^B^ und B^B^ [§ lo.] 
gewendet parallel zn BO, CD und BD in den zugehörigen Zwei- 
strahlen aus A. — Es soll hierdurch nachgewiesen werden, dafe 

AC-BD==AB-CJ)-\-AD- BC. 
(Vgl. § 27, 7,) _ 

14. Beschreiht man üher dem Durchmesser eines Halbkreises 
ein Rechteck von der Höhe des Halbmessers und zieht eine Eckon- 
linie, so schneidet der Kreis von dieser \ ah. (Benütze § 9, 4 und 
§ 10, .1.) 

15. Trägt man in einen Spitzbogen (Figur, die von zwei 
Bögen gleicher Kreise und der Mittellinie der Kreise begrenzt ist), 
den Halbmesser der Bögen auf der Mittellinie der Figur (gemein- 
samen Sehne der Kreise) von der Grundlinie aus ab und zieht vom 
Endpunkt dieser Strecke eine Berührende, so berührt diese im 
Berührungspunkt des der Figur einbeschriebenen Kreises. 

16. Beschreibt man über dem begrenzenden Dui-chmesser eines 
Halbkreises zwei diesen berührende Halbkreise mit der Hälfte des 
Halbmessers als Halbmesser, so ist der Halbmesser eines vierten 
Kreises, der alle drei Kreise berührt, = -^ des ersten Halbmessers. 
(Benütze § 9, 4.) 

17. Zieht man in dieser Figur durch die Mittelpunkte der 
beiden gleichen Halbkreise die Senkrechte zum begrenzenden Durch- 
messer und durch den Mittelpunkt des zuletzt bestimmten Kreises 
die Parallele zu ihm, so erhält man die Mittelpunkte zweier Kreise, 
die je drei der gezeichneten Kreise berühren; der Halbmesser dieser 
Kreise ist \ des ersten Halbmessers. 

V. Zeicilnnngeii. 

1. Es soll der Satz § 10, 2 zur Bestimmung des vierten 
Verhältnisgliedes der Strecken a, h, c benützt werden. 

2. Es soll das geometrische Mittel zu a und b geuaäfs § 10, 4 
bestimmt werden. 

3. Es ist eine Strecke a) innen oder b) aufsen so zu teilen, 
dafs eine zweite gegebene Strecke das Mittelglied zwischen beiden 
Abschnitten ist. 

i. Es ist eine Strecke a innen oder aufsen so zu teilen, dafs 
das Produkt der Abschnitte gleich dem Produkt zweier gegebenen 
Strecken 6 und e ist. (Man nimmt, je nachdem a^h -\- c oder 
a^b — c ist, a oder letztere Gröfse als Durchmesser.) 
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Ähnlißhe Aliliildung (Kap. 3), 



Aufgaben zum dritten Kapitel 
VI. Lehrsätze. 

1- 1. Vier Lineale sind derart zu einem Parallelogramni ABCD 

verbunden, dafs die Seiten sich gegenseitig um ihre Ecken drehen 
lassen; zwei Seiten DA und DC sind verlängert bis S und B^, so 
diaia SÄ:SI>^AS:DBy (Pantograph, Storchschnabel: Seheiner 
1603.) Man beweise die Richtigkeit folgender Aussagen: a) Die Punkte 
SBB^ liegen auf einer Geraden, b) Es verhält sich SB : SB, = SA : SD. 
e) Wird S festgehalten und besehreibt B^ irgend eine Figur, so be- 
schreibt B eine solche, die ihr ähnlich ist und ähnlich liegt zu S als 
Ahnlichkeitspunkt. Die entsprechenden Strecken beider Figuren ver- 
halten sich wie SA : SD. 

Wenn die vier Lineale gleich lang sind, jedes in 36 gleiche Teile 
geteilt ist und in jedem Teilpunkt das eine an dem andern drehbar 
befestigt werden kann, wie ist die Vorrichtung zusammenzustellen, um 
zu einer Figur eine ähnliche zu zeichnen, deren Strecken zu denen 
der ursprünglichen sieh verhalten wie 1:2, 1:3, 1:4, 1:6, 
2:3, 2:9, 3:4, 4:3, 1:1? 

2. In einer Figur mit einem Mittelpunkt liegen die gegen- 
gesetzten Teile ähnlich zum Mittelpunkt als innerem Ä. -Punkt. 

3. Zwei ähnliche und ähnlich liegende Figuren mit je einem 
Mittelpunkt haben einen inneren und einen äuTseren A.-Punkt, der die 
Strecke der Mittelpunkte harmonisch teilt. 

4. Regelmäfsige Vielecke von gleicher Seitenzahl sind einander 
ähnhch. Sie liegen ähnlieh, wenn ein Seitenpaar in ihnen parallel ist. 

5. Regelmäfsige Vielecke von gleicher und gerader Seitenzahl, 
von denen zwei Seiten parallel sind, hegen ähnlich zu einem inneren 
und zu einem äulseren Ahnlichkeitspunkt. 

6. Zieht man in einem Dreieck von dem Schnittpunkt einer 
Höhe mit ihrer Seite Senkrechte zu den beiden andern Seiten, so ist 
die Verbindungsgerade der Fufspunkte der letzteren parallel zur Ver- 
bin dungsgei'aden der Fufspunkte der beiden andern Höhen. 

7. Fällt man in einem Dreieck von dem Fufspunkt A, einer 
Höhe AA^ Senkrechte zu den Seiten, A^B^ _L AC und A^C^ S. AB, 
und auch auf die beiden andern Höhen, Ä^CgJ^CCi, A,Bg±.BB,, 
so liegen die vier Fufspunkte dieser Senkrechten auf einer Geraden. 
{Da AA^B^C^ p. a. BB^C^, so fällt nach dem vorhergehenden Satz 
B^C^ auf B^G^) 

8. In einem Viereck gehen die Verbindungsgeraden der Mitten 
der G-3;ienseiten und der Mitten der Eckenlinien durch einen Punkt. 
(Je drei FuKfctpaare bilden ähnhch liegende Dreiecke.) 
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9. Zieht man zu den Parallelen eines Trapezes eine Parallele, [§ 12.] 
die von den beidön Eekonlinien begrenzt wird, ziöM man ferner dnrch 

die Grenzpnnkte zn jeder der andern Seiten eine Parallele, die eben- 
falls dnrch die Eckenlinie begrenzt wird, so bestimmen die vier Grenz- 
punkte ein Trapez, das dem ursprünglichen ähnlich liegt. 

10. Es giebt für zwei Strecken AB und A^B^ (oder irgend zwei 
gleichwendige ähnliche Figuren) stets einen Punkt S (Situationa- 
punkt) von der Lage, dafa dnrch eine Drehung um ihn beide 
Strecken p. ä. werden zu demselben Punkt als Ähnlichkeitspunkt. 
Dieser Punkt ist der Schnittpunkt S der Kreise, welche durch den 
Schnittpunkt C der Geraden AB und A^B^ und durch AA^^ sowie um 
GBB^ gelegt werden. — Andeutung: Die Winkel ASA-i und B8B^ 
stimmen mit ACA^ überein, woraus folgt ^ASB = A^8B^-, ebenso 
ist ^SAC^SA^a 

11. a) Ein Dreieck liegt ähnlich zu dem Dreieck der Mitten 
seiner Seiten. 

b) Dem Höhenpunkt des ersteren (I. Teil, § 20, s) entspricht in 
dem zweiten Dreieck der Mittelpunkt des dem ersteren umbeschrie- 
benen Kreises. 

c) Die Strecke zwischen beiden Punkten wird durch den Schwer- 
punkt im Verhältnis 2 : 1 geteilt. 

d) Zieht man in ersterem Dreieck Eekstrahlen durch einen Punkt 
und jeweils Parallele zu diesen Eckstrahlen durch die Mitten <ler 
Gegenseiten, so gehen diese Parallelen ebenfalls durch einen Punkt. 
Die Verbin dungsstrecke beider Punkte wird durch den Schwerpunkt 
im Verhältnis 2 : 1 geteilt. 

e) Der einem Dreieck umbeschriebene Kreis und der Kreis durch g 13. 
die Mitten der Seiten haben den Schwerpunkt als inneren Ähnlichkeita- 
punkt. Ihre Halbmesser stehen im Verhältnis 2 : 1. 

f) Der Mittelpunkt des dnrch die Seitenmitten gelegten Kreises 
halbiert den Abstand des Mittelpunkts des ümbeschriebenen Kreises 
und des Höhenpunkts. 

g) Dieser Kreis geht auch durch dieFufspunkte derHÖhen des Dreiecks, 
h) Der Höhenpunkt ist äufserer Ahnlichkeitspunkt beider Kreise, 
i) Der kleinere Kreis geht durch die Mitten der vom Höhen- 
punkt nach den Ecken gezogenen Strecken. 

k) Der Mittelpunkt dieses Kreises halbiert die Verbindungastrecken 
von den Seitenmitfcen nach den eben genannten Mittelpunkten. 

1) Der Abstand des Mittelpunkts des umbeschriebenen Kreises 
von einer Seite ist gleich der Hälfte des obern Abschnitts der zu- 
gehörigen Höhe. 

m) Die Mittelpunkte zweier obern Höhenabschnitte bestimmen 
mit den Mittelpunkten der zu den betreffenden Höhen gehörigen 
Seiten je ein Rechteck. 
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[§ 13J. n) Verlängert man einen untem Höhenabachnitt um seine eigene 

Länge, so liegt der Endpunkt der Verlängeniiig auf dem nmbeschrie- 
benen Kreia. 

o) Verlängert man die Strecke vom Fufspunkt einer Höhe nach 
dem Schwerpunkt um ikce doppelte Länge, so liegt der Endpunkt 
auf dem umbeschri ebenen Kreis. 

p) Die auf den Strahlen des Höhenpunkts zwischen beiden Kreisen 
liegenden Strecken werden durch den Höhenpunkt auTsen in gleichem 
Verhältnis 1 : 2 geteilt. 

q) Die auf den Strahlen des Schwerpunkts zwischen beiden 
Kreisen liegenden Strecken werden durch den Schwerpunkt in gleichem 
Verhältnis geteilt. 

12. a) Der Kreis durch zwei Ecken und den Höhenpunkt eines 
Dreiecks ist gleich dem umbe achrieb enen Kreis des Dreiecks. 

b) Zu beiden Kreiaen ist die Seite zwischen beiden Ecken die 
Mittellinie. 

c) Die Mittelpunkte der drei Kreise durch je zwei Ecken und den 
Höhenpunkt bilden ein Dreieck, das zu dem gegebenen Dreieck gegen- 
gesetzt liegt in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreises durch die 
Seitenmitten. 

13. a) Verbindet man in einem Dreieck ein Eck mit dem Punkt, 
in welchem die Gfegenseite durch den ihr an beschrieb enen Kreia be- 
röhrt wird, so geht diese Gerade durch den Endpunkt des zur ge- 
nannten Seite senkrechten Durchmessers des einbeschriebenen Kreises 
(§ 13, Ib). 

b) Diese Verbindungsgerade ist parallel der Geraden vom Mittel- 
punkt des einbeschriebenen Kreises nach der Mitte der genannten Seite 
(s. L Teil, § 35, Zus. a). 

c) Die Eckstrahlen nach den Berühmngspiinkten der drei an- 
beschriebenen Kreise auf den Seitenstrecken gehen durch einen Punkt 
(Nagel'schen Punkt), der mit dem Mittelpunkt des einbeschriebenen 
Kreises und dem Schwerpunkt des Dreiecks auf einer Geraden liegt; der 
Schwerpunkt teilt die Strecke der beiden andern Punkte im Verhältnis 
2 : 1 (dies folgt aua b und lld). 

VH. Zeidinnngen und Bepeehuuugeii. 

§ 12, 1. Zu einem gegebenen Vieleck Fist ein ähnlichliegendes Vf zu 

zeichnen, wenn der (innere oder äufsere) Ahnlichkeitspunkt gegeben und 

a) das Bild eines bestimmten Eckes von V; 

b) das Seitenverhältnis von V und Fj = 1 : 2; 1:1; 2' '• q; 

c) die Länge des Bildes einer bestimmten Seite von V. 

2. Über einer gegebenen Strecke ist ein Vieleck zu zeichnen, 
das einem gegebenen Vieleck ähnlich ist und in dem die gegebene 
Strecke einer bestimmten Seite dieses Vielecks entspricht. 
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3. Es sind die Seiten eines Dreiecks zu berechnen, das einem [§ 13.] 
gegebenen Dreieck mit den Seiten 13, 14, 15 ähnlich ist, und in 

dem eine Seite von der Lange 39 (oder 33^ oder 17) das Bild der 
Seite 13 ist. 

4. Der Schatten eines lotrechten Stabes von a m Länge ist h m 
auf wagrechter Ebene. Wie hoch ist ein Turm, dessen Schattenende 
die Entfernung c m vom Mittelpunkt des Grundrisses hat? 

5. Zu zwei ähnlichen Punktreihen auf einem Träger ist der sich 
seihst entsprechende Punkt (Ähnlichkeitspunkt) zu bestimmen, mit 
Hilfe zweier ähnlichen Dreiecke über entsprechenden Strecken. 

6. Von zwei Kreisen seien die entsprechenden Halbmesser r^ und r^ § 13- 
und die Entfernung d ihrer Mittelpunkte in mm gegeben, nämlich 

fi = 10, 4, 15, 6, 15 

r^ = (>, 6, 10, 9, 5 

d = 2A, 10, 5, 10, 4. 

Man soll die Lage ihrer Ahnlichkeitsp unkte zeichnend und rechnend 

bestimmen. 

7. Es ist eine Gerade von einem gegebenen Punkt aus durch 
zwei Kreise zu ziehen, deren Sehnen sich wie die zugehörigen Halb- 
messer verhalten. 

8. Man soll ein Dreieck zeichnen, von dem sowohl eines der § 14, 
folgenden Stücke gegeben ist: 

a) eine Seite, b) eine Höhe, c) der Halbmesser des umbesohrie- 
benen Kreises, d) der Halbmesser des einbeschriebenen Kreises 
als auch aufserdem noch entweder: 

a) zwei Winkel, oder j5) das Verhältnis zweier Seiten und ein 
Winkel, oder y) die Verhältnisse der drei Seiten, oder S) das 
Verhältnis einer Höhe und Seite und deren Gegenwinkel, oder 
e) die Verhältnisse der drei Hohen. 

9. Es ist ein Dreieck zu zeichnen, dessen drei Höhen gegeben sind, 

10. Man soU ein Trapez zeichnen, von dem eine Grundseite, die 
Winkel an ihr und das Verhältnis der zweiten Grundseite zu einer 
der nicht parallelen Seiten gegeben ist. 

11. Es ist ein Dreieck zu zeichnen, von dem gegeben ist ein 
Eck, die Mitte der Gegenseite und der Höhenpunkt. (Man bestimme 
den Schwerpunkt und den Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises.) 

12. Ebenso, wenn gegeben ein Eck, der Höhenpunkt und a) der 
Mittelpunkt der Ecken, oder b) der Schwerpunkt. 

13. Ebenso, wenn gegeben ein Eck, der Schwerpunkt und der 
Mittelpunkt der Ecken. 

14. Man soll in ein Dreieck ein zweites zeichnen, das einem 
weiteren gegebenen Dreieck ähnlich und dessen eine Seite einer ge- 
gebenen Geraden parallel ist. 
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190 Sätze des Menelaos und Ceva (Kap, 4). Ttl. VKI. 

IS li.] 15. Es ist in ein Dreieck ein Viereck zu zeichnen, so dafs zwei 

Ecken desselben auf eine Seite, die beiden andern auf die anderen 
Seiten failen, und das einem gegebenen Viereck ähnlich ist (etwa ein 
Rechteck mit gegebenem Seitenverhältnis). 

16. Es soll in einen a) Kreisausschnitt oder b) Kreisabschnitt ein 
Quadrat gezeichnet werden. 

17. Man soll in einen Kreis (oder Halbkreis) ein Rechteck von 
gegebenem Seitenverhältnis einzeichnen. 

18. Man soll ein Dreieck zeichnen, von dem gegeben ist eine 
Seite c, deren Gegenwinkel y und daa Verhältnis p : q der diesen 
Winkel Halbierenden zu einem Abschnitt, den letztere auf der Seite c 
bildet. (Zu dem Eckpunkt des Abschnitts als A.-Punkt zeichnet man 
ein Dreieck aus dem Winkel ^ ^^^ ^^^ SeitenverMItnis p : q, das 
zu dem fraghchen Teil drei eck ähnlich liegt.) 



Aufgaben zum vierten Kapitel. 
VIII. Lehrsätze. 

j, 1. Zieht man durch einen Punkt Eckstrahlen zu einem Dreieck 

und verwechselt die durch sie gebildeten Abschnitte je einer Seite, so 
gehen die diesen Abschnitten entsprechenden Eckstrahlen ebenfalls 
durch einen Punkt. 

2. Errichtet man auf den Katheten eines rechtwinkeligen Drei- 
ecks Quadrate und verbindet je einen Grenzpunkt der Hypotenuse 
mit dem Gegeneck des Quadrats, so schneiden einander beide Ver- 
bindungsgeraden auf der Höhe des Dreiecks. (Man benütze § 4, s, 
§ 9, 2 und § 15, 2b.) 

3. Wenn von drei durch einen Punkt gehenden Eckstrahlen 
eines Dreiecks zwei Je ^ der Seite von einem Eck aus abschneiden, 
so wird der dritte Eckstrahl durch den gemeinsamen Schnittpunkt 
halbiert. 

4. Zieht man von einem Punkt des einem Dreieck umbeschrie- 
benen Kreises aus Senkrechte zu den Seiten, so liegen deren Fufs- 
punkte in einer Geraden (Simson'ache Gerade). — And.: Man ziehe 
die Eckstrahlen des Punktes und benütze die entsprechenden ähnlichen 
Dreiecke, um die Seitenabschnitte in diesen Eckstrahlen und Senk- 
rechten auszudrücken. — Ein anderer Beweis ergiebt sich aus den 
Winkeln der Sehnen Vierecke, die der Punkt mit je einem Eck und 
den Fufspunkten auf den dieses Eck bildenden Seiten bestimmt. 

5. Fällt man vom Fufspimkt der Höhe auf der Seite eines Drei- 
ecks Senkrechte auf die beiden andern Seiten und Höhen, so hegen 
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die vier Punkte auf einer Geraden. (Besonderer Fall der Torher- L§ !*>■] 
gehenden Aufgabe.) 

6. Die durch einen Punkt gehenden Eokstrahlen eines Dreiecks 
teilen dessen Seiten so, dafs die Summe der Teilverhältniase zweier 
von einem Eck ausgehenden Seitenstrecken gleich ist dem Teil Verhältnis 
des Strahles von demselben Eck. — Andeutung: Wende den Satz 
des Menelaus auf die beiden durch diesen Strahl gebildeten Teil- 
dreieeke an, bestimme daraus die Verhältnisse der andern Seiten und 
zähle zusammen. 

7. Von zwei Strahlen eines Punktes auf einer Eckenlinie eines 
Vierecks schneidet jeder ein Seitenpaar, das nicht einen Grenzpunkt 
der Eckenlinie bildet, in zwei Punkten so, dafs das Produkt aus den 
in fortlaufender Reihe der Teile geordneten Teüverhältniasen = + 1 
ist, und umgekehrt: wenn dieses der Fall ist, so schneiden einander 
die beiden Strahlen in einem Punkt der Eckenlinie. 

8. Hierbei sehneiden einander die Verbindungsgeraden der Schnitt- 
punkte je eines Seitenpaares, das einen Grenzpunkt der Eckenlinie 
bildet, auf der zweiten Eckenlinie des Vierecks (vgl. § 22, a). 



Aufgaben zum fünften Kapitel. 
IX. Lehrsätze. 

1. Wenn man in einer Punktreihe je eine Strecke von einem § 
Punkt nach dem Fluchtpirnkt der Reihe vervielfacht mit der Strecke 
vom Bild des Punktes nach dem Fluchtpunkt des Bildes der Reihe, 
so ei^ebt sich stets derselbe Wert, und zwar derselbe, wie aus den 
beiden Strahlstrecken der Fluchtpunkte. 

2. Wird eine Strecke AS durch P und Q harmonisch geteilt, 
so ist: 

^) Jb "" ä" IZp + äq) > 

3. Werden Punkte in gleichen Abständen auf einer Geraden 

A,B^ = B^C^ = G^Df ^ D^E^^ auf einer zweiten Geraden in 

A, B, G, B abgebildet (Perspektive einer Pensterreihe, Säulenhalle, 
Pappelallee) und trifft der zu eraterer Geraden parallele Strahl die 
zweite Gerade im Punkt F (Fluchtpunkt), so ist: 

^) P^ "^ iM "'" PC ' PC ^ PS "'" PB> 



y Google 



192 



Harmonisehe Gebilde {Kap, 5). 



1% 17] 4:. Jeder Winkel des Dreiecks der Seitenmitten eines gegebeiiön 

Dreiecks wird durch die zugehörige Seite iind Schwerlinie der letzteren 
harmonisch geteilt. Auf den beiden andern Schwerlinien entstehen 
vier harmonische Punkte. 

6. Bestimmt man auf den drei Seiten eines Dreiecks ABC die 
den Schnittpunkten A,B^C^ einer Geraden harmonisch zugeordneten 
"Punkte Ä^B^G^, so a) liegen auch die Punkte A^B^C^, ^B^C^, 
A^B^C^^ je auf einer Geraden; b) gehen die EckstraMen nach A^B^O^, 
A^B^G^, A^B^G-i, A^B^C^ je durch einen Punkt; c) liegen die Mittel- 
punkte der Strecken zwischen je zwei Teilpunkfcen einer Seite auf 
einer Geraden. (Benütze § 17, 9, Anm. und die Umkebrung des Satzes 
von Menelaus.) 

g 18. 6, Wie lautet der dem Satz 4 entsprechende bei Vertausehuiig 

von Punkt und Gerade, Winkel und Strecke? 

7. In einem Trapez bilden die beiden Mittelpunkte der parallelen 
Seiten mit dem Schnittpunkt der Eckenhnien und dem der nicht 
parallelen Seiten vier harmonische Punkte. 

8. Zieht man in einem Dreieck drei Eckstrahlen durch einen 
Punkt, so wird jede Seite von einer solchen und der Verbindungs- 
geraden der Punkte, in denen die beiden andern Seiten geschnitten 
werden, harmonisch geteilt. 

9. Verbindet man in einem Dreieck die Schnittpunkte einer 
Geraden und der Seiten mit den Ecken, so erhält man auf jeder dieser 
Verbindungsgeraden vier harmonische Punkte. 

10. Verbindet man in einem Dreieck die Punkte, in denen die 
Eckstrahlen eines Punktes die Seiten schneiden, mit einander, so 
erhält man in jedem dieser Punkte vier harmonische Strahlen. 

11. Zieht man zwischen den Schenkeln eines Winkels einen 
Paralielstrahlenbilscbel und verbindet die Schnittpunkte der Sehenkel 
und je zweier der Parallelen untereinander, so liegen die Schnittpunkte 
je zweier dieser Verbindungsgeraden auf einer Geraden, die die Parallel- 
strecken halbiert. 

13. In vollständigen Vierecken, 
welche zwei Gegenseiten und die ■ 
Verbindungagerade von deren 1 
Nebeneek nach einem zweiten ! 
Nebeneck gemeinsam haben, fallen 
auch die Verbindungsgeraden * 
ersten und dritten Nebeneoks : 



13. In einem vollsländjgen Vier- 
eck wird jede Seite durch ein 
Nebeneck und den Schnittpunkt 



13'. In vollständigen Vierseiten, 
welche zwei Gegenecken und den 
Schnittpunkt von deren Neben- 
seite mit einer zweiten Nebenseite 
gemeinsam haben, fallen auch die 
Schnittpunkte der ersten und dritten 
Nebenseite zusammen. 



13'. In einem vollständigen Vier- 
seit wird der Winkel benachbarter 
Seiten durch eine Nebenseite und 
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mit der Verbindungsgeraden der 1 den Strahl nach dem Schnittpunkt |;§ 18.] 
beiden andern Nebeneeken har- der beiden andern Nebenaeiten har- 
monisch geteilt. I moniseh geteilt. 




14. In einem vollständigen Vier- 
eck bilden die Schnittpunkte der 
Seiten mit den Verbindun^geraden 
der Nebenecken die sechs Ecken 
eines vollständigen Vierseits, 



14'. In einem vollständigen Vier- 
seit bilden die Verbindungsgeraden 
der Ecken mit den Schnittpimkten 
der Nebenseiten die sechs Seiten 
eines vollständigen Vierecks. 



16. In einem vollständigen Vierseit liegen die Mittelpunkte der 
Nebenseiten auf einer Geraden. (Wende den Satz der Aufgabe 5c auf 
das Dreiseit der drei Nebenseiten an. Oder: In dem Dreiseit dreier 
Seiten des Vierseits gehen die Verbindungsgeraden der Seitenmitteu 
durch die Mittelpunkte der Nebenseiten. Wendet man auf ersteres 
Dreieck mit der vierten Seite des Vierseits als Schnittgerade den Satz 
von Menelaus an, so entspricht die Halbierung aller Strecken den 
Abschnitten, welche die fraglichen Mittelpunkte in dem Dreieck der 
Seitenmitteu bilden.) 

16. Jede auf einem Durchmesser eines Kreises senkrechte Sehne § 
wird von zwei Geraden, die einen beliebigen Punkt des Umfangs mit 
den Urenzpunkten des Durchmessers verbinden, harmonisch geteilt. 

17. Jeder Kreis durch zwei zugeordnete Pole eines ~ 
schneidet diesen rechtwinkelig. 

18. Schneidet ein Kreis einen zweiten rechtwinkelig, so wird 
jeder Durchmesser des einen durch den Umfeng des andern hai-- 
moniscb. geteilt. 

19. Durch zwei Paare zugeordneter Pole eines Kreises läfst sieb 
ein Kreis legen. 

20. Die Mittellinie zweier einander ausscUiefsenden Kreise wird 
durch die äufaeren und inneren gemeinsamen Berührenden harmonisch 
geteilt. 
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] 21. Von einem Kreis, dessen Mittelpunkt auf einem Kweiten 

Kreis liegt, wird jeder Durchmesser durch die gemeinsame Sehne und 
den Umfang des zweiten Kreises harmonisch geteilt. (Durch die Ver- 
bindimgagerade eines Schnittpunkts beider Ki-eise mit dem Mittelpunkt 
des ersteren und mit dem äufseren Teilpunkt des Durchmessei-s ent- 
steht ein Zweistrabl mit gewendet Parallelen.) 

22. Durch einen Punkt der Gei-aden, die die Bei^ihrungspunkte 
zweier Berührenden verbindet, sei eine zweite Gerade gezogen, die die 
Bei-ührenden in zwei Punkten schneidet, 

a) Die Verbindungsgeraden dieser Punkte mit den Berührungs- 
punkten schneiden einander auf der Polare des erstgenannten Punktes, 
und sie schneiden den Kreis in zwei Punkten eines Strahles durch 
jenen Punkt. — Andeutung: Die Schnittpunkte dieser Verbindungs- 
geraden mit dem Kreis bestimmen ein Sehnenviereckj von dem der 
letztgenannte Schnittpunkt ein Nebeneck; seine Verbindungsgerade 
mit einem zweiten Nebeneek mufs durch den Schnittpunkt der Be- 
rübrenden gehen und die Berührungssehne mit dem andern Nebeneck 
harmonisch teilen, woraus folgt, dafs dieses mit dem erstgenannten 
Punkt zusammenfällt. 

b) Zieht man von beiden Punkten ebenfalls Bei-ührende an den 
Kreis, so liegt deren Schnittpunkt auf der Polare des erstgenannten 
Punktes, und ihre Bei-ührungssehue geht durch diesen Punkt. — An- 
deutung: Die vier Berührenden bestimmen ein berährendea Vierseit, 
von dem die zweite Gerade eine Nebenseite; durch ihren Schnitt- 
punkt mit einer zweiten Nebenseite müssen auch die Berührungs- 
sehnen gehen. 

23. Es giebt für zwei Strecken AB und Ä^B^ (oder ii^end 
zwei gegenwendige ähnliche Figuren) stets zwei zu einander senk- 
rechte Gerade q und q^ von der Lage, dafs durch eine Umwendung 
um die eine oder andere Gerade beide Strecken (oder Figuren^ in 
ähnliche Lage kommen zu dem Schnittpunkt der Geraden als Ahn- 
lichkeitspunkt. — Andeutung: Zieht man in der Figur der Aufgabe 
VI, 10 die Winkelhalbierenden zu ASA^ und J5S£j, so treffen diese die 
Geraden ÄAi und BB^ in zwei Punkten X, Y; ebenso treffen die 
Halbierenden der Nebenwinkel zu den genannten Winkeln die Gei'ade 
in zwei Punkten X,, Y^. Beschreibt man über XX^ und YY^ als 
Durchmessern Kreise, so gehen beide durch S und durch einen zweiten 
Punkt Sj. Aus der harmonischen Teilung der Geraden AiXAX^ und 
B,r.BYi folgt(§17,8b),dafs^BS,r= Y8B„ ^ÄSX=XS,A^, 
femer (§ 19, l) S,B : S,B, = SB : SB, = SA : SA, = AS, : S,A, 
und '= AB : A,B, (nach der Aufgabe VI, lo), woraus sich weiter er- 
^ebt A ABS, <^A,B,S„ ^ AS,S = J,S,n,. Darnach int XS,Y 
eine Gerade; S,Y, fällt in die Richtung von S,Xj, da beide auf 
XS,Y senkrecht sind. 
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X. Zeichuuiigeii und Berechnnngen. 

1. Auf einer Strecke AB ^ 20 nun liegt ein Punkt Q so, dafs § 
AQ = 5, 10, 18 mm; man soll die Lage des zu Q harmonisch zu- 
geordneten Punktes B durch ßechnnng und Zeichnung beatimmen; 
ehenso wenn AQ ^ — 15, oder wenn SQ = 4 ist. 

2. Eine Strecke J.B=30mm soll harmonisch geteilt werden 
im VerMltnis 2 : 1 (oder 3 : 2 oder p : 3). In welchem Verhältnis 
wird dann die Strecke der Teilpunkte durch die Grenzpunkte der ur- 
sprünglichen Strecke geteilt? 

S. Eine Strecke AS = a {60 mm) soll durch zwei Punkte har- 
monisch geteilt werden, so dafs die Strecke dieser Punkte durch die Grenz- 
punkte der ersteren Strecke im Verhältnis 5:4 (10:3, p:q) geteilt wird. 

4. Eine Strecke AB ist durch Q, R harmonisch geteilt im Ver- 
hältnis D = I (0,25, — 2); es ist AQ = 15 mm. Wie grofs ist QR? 

5. Wenn auf einer Geraden von einem Punkt aus nach der- 
selben Richtung hin zwei Punkte um 21 und 28 mm entfernt sind, 
in wie vielfacher Weise läl'st sich zu den drei Punkten der vierte 
harmonische Punkt finden, und wo liegt er jeweils? 

6. Wenn zu jeder möglichen Zusammenstellung der in der vor- 
hergehenden Aufgabe erhaltenen Punkte selbst wieder jedesmal der 
viei-te harmonische Punkt gesucht wird, wo liegen diese Punkte? — 
Verallgemeinerang des Ergebnisses. 

7. In welchem Verhältnis ist AB durch Q und R harmonisch 
zu teilen, damit Q in die Mitte von AR fällt? 

8. Es gieht zwischen zwei Lichtquellen einen Punkt, der von 
beiden gleich stark beleuchtet ist und ebenso einen Punkt in dei- Ver- 
längerung der Verbindungsgeraden der Lichtquellen. Es soll aus dem 
Gesetz, dafs die Sförke des Lichtes in umgekehrtem Verhältnis mit 
dem Quadrat der Entfernung steht, bewiesen werden, dafs beide Punkte 
die Strecke zwischen den Lichtquellen harmonisch teilen, 

9. Zu zwei Strecken a und h soll das harmonische Mittel ge- 
zeichnet werden, 

10. Nach IX, 12 u. 12' sind folgende Aufgaben mit dem Lineal § 
allein zu lösen: 



a) Es soll durch einen gegebenen 
Punkt M eine Gerade nach dem 
Schnittpunkt zweier gegebenen Ge- 
raden ae gezogen werden, ohne die- 
sen Schnittpunkt selbst zu benützen. 
■ — Man wählt durch B die belie- 
bigen Strahlen e und f, bestimmt 
durch diese den Punkts, zieht durch 
diese zwei weitere Sti-ahlen \, d, 



b) Es soll von einer gegebenen 
Geraden r der Schnittpunkt mit 
der Verbindungsgeraden zweier ge- 
gebenen Punkte AC bestimmt wer- 
den, ohne diese Verhindungsgerade 
selbst zu benützen. — Man wühlt 
auf r die behebigen Punkte B und 
F, bestimmt durch diese die Gerade 
s, wählt auf dieser zwei 
Punkte B,, D, u. s. f. 
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.] 11. Es sind vier harmonische Punkte zu zeichnen, wenn einer 

Ä gegeben und dazu drei Gerade b, q, r, auf denen die drei andern 
Punkte liegen sollen. — Andeutung: Die Verbindungagerade von hr 
mit A sei m; bestimme zu den Strahlen abr den zu r harmonisch zu- 
geordneten Strahl 2^; sein Schnittpunkt mit q giebt Q. 

13. Man soll vier harmonische Strahlen zeichnen, wenn einer a gege- 
ben und dazu drei Punkte S, Q, B, durch die die drei andern Strahlen gehen 
sollen. — Andeutung: Verfahre entsprechend der vorbeigehenden Lösung. 

13. Auf einer Geraden ist AM ^ MC gegeben. Durch einen 
Punkt PaoU die Parallele zu ^10 gezeichnet werden mit Anwendung 
des Lineals allein. 

14. Zwei parallele Gerade sind gegeben. Es soll blofa mit dem 
Lineal eine Strecke auf einer dieser Geraden a) halbiert werden; 
b) wiederholt angeia-agen werden; c) in w gleiche Teile geteilt werden. 

15. Blofs mit dem Lineal soU. ein Winkel verdoppelt werden, 
auf dessen einem Schenkel ein senkrechter Scheitelstrahl gegeben ist. 

16. Es soU mit dem Lineal allein zu einem halbiei-fcen Winkel 
die Halbierende des Nebenwinkels gezeichnet werden. 

17. Eine Strecke AB wird von einem Scheitel S aus auf einer 
parallelen Geraden A^B^ abgebildet. Der Schnittpunkt von Aj^B mit 
AB^ sei auf AB in C abgebildet, der Schnittpunkt von A^B mit 
GBl in B, der von Aj^B mit BB^ in M u. s. f. Der wievielte Teil 
von AB ist dann die Strecke von B nach 0, B, E u. s. f.? 

18. Man soll einen Punkt bestimmen, dessen Abstände von zwei 
gegebenen Geraden im gegebenem Verhältnis p : q und von zwei ge- 
gebenen Punkten im Verhältnis r : s stehen. 

i. 19. Ein Dreieck ist zu zeichnen, von dem die durch eine Winkel- 

halbierende auf der Gegenseite gebildeten Abschnitte gegeben sind und 
dazu noch: 

a) ein an dieser Seite anliegender Winkel; 

b) die Winkelhalbierende selbst; 

c) die Summe der beiden andern Seiten; 

d) ihr Unterschied. 

Andeutung: Man zeichne über dem Abstand des Teilpunktes und 
des ihm harmonisch zugeordneten Punktes einen Halbkreis. Denkt 
man sich c) und d) gelöst und die gegebene Strecke eingeti-agen, so 
zeigt sich, dafa von dem Bestimmmigsdreieck die drei Seiten gegeben 
sind, da das fragliche Eck desselben mit einem gegebenen Eck eine 
der Winkelhalbierenden als Mittellinie hat. 

20. Zieht man durch einen Punkt in der Kreisfläche den Dureh- 
messer und die zu ihm senkrechte Sehne, und zeichnet man das voll- 
ständige Sehnenviereck der Schnittpunkte dieser Linien, so ist der 
halbe Abstand der beiden äufsern Nebenecken gleich der Berühi'enden 
aus dem dem Punkt harmonisch zugeordneten Punkt des Durchmessera. 
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21, Mit e nPm Kreis sei eine der folgenden Figuien tje^eben Man [§ 19.] 
soll die 7i.gehi"ii^e Polirfigui zeichnen, wenn gfgebtn 

a) da'5 eingeschriebene rfigeliii6,fsige Dreieck Tieietk u s w 

b) ein gleiLhseitiges Dreieck ubei einem Durclitnes'-ei 

c) ein gleichseitiges Dreieck ubei einem Halbmrsspi 

d) ein Dieietk, dessen eine '^eite >■ ne '^ehnn it wählend lie andern 
Seiten Berlihiende sind, 

p) ein Parallelognmm 

f) ein volMandigeb "Viereck, 



Aufgaben zum sechsten Kapitel. 
XL Zeichnimgen , Bereclmungeji nnd Lehpsätze. 

1. Es sei AB eine Strecke, und Q, B seien zwei Teilpunkfce auf % 90. 
derselben. Man soll in mm aufzeichnen und das Doppel Verhältnis 
(ABQR) berechnen, wenn in einerlei Richtung gemessen: 

a)^:ß=20mm, AQ = 6, AB^lfi; 

b) ^(3 = 12, QB= 8, BB = 

c) BA= 6, AQ= 7, AB =2 

d) QA= 6, 6^ = 24, AB==2l. 

2. Anf einer Geraden seien vier Punkte ABCD gegeben, ho dafs 

ci)AB^ 6, BC= 4, GB = -~ 5mm, 
ß) AB = — 12, BC=30, CD = — iOmm. 
Es sollen die Doppel Verhältnisse berechnet werden, nach denen 

die Strecken zwischen irgend zweien dieser Punkte durch die beiden 

andern geteilt werden. 

3. Wenn das Doppel Verhältnis einer durch zwei Punkte geteilten 
Strecke Ä ist, so ergiebt sich für je drei weitere Strecken dieser 
Punkte das gleiche Verhältnis; femer soll für je vier andere nach- 
gewiesen werden, dafa das Doppelverhältnis 

"A' 1 ~ ^? 1 — A' A ' Ä^' 

4. Es sei die Lage von drei Punkten ABC gegeben und der 
Wert des Doppelverhältniases A, daa durch C und einen weiteren 
Punkt B auf der Strecke AB gebildet wird, und zwar sei: 

a) AC=^ 6, ^B=24nim und A= i; 
ß) AG= 6, AB=1^, A=--i; 

y) AC^~S, AB= Q, A= ,15; 

3) AC = — 5, AB=15, A = — iV; 

man soll jedesmal die Lage der gegebenen Punkte in mm aufzeichnen; 
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!, 20.] dann soll die Lage des Punktes D abgeschätzt, durch Zeiclinung be- 
stimmt, hierauf berechnet werden. 

5. Die Strecke ^B= 30 mm sei durch zwei Punkte Q und It 
geteilt. Man soll die Lage dieser Teilpunkte finden, wenn bekannt ist: 

„) ^J?=14mm, ^ = (ÄBQE) = S; 
ß) QU = 46 mm, A= -^; 
y) QR = 2Amm, A= — i; 
ä) ^-R = 34mm, A = — 16; 
t) AB = a, QR = b, (ABQE) = A. 
Welche Beziehung mufs im Falle i) zwischen a, b, ^ statt- 
finden, damit überhaupt reelle Punkte Q und B sich finden lassen? 

6. Wenn eine Punktreihe ihr Bild nicht bestrahlt, so giebt es 
durch irgend einen Punkt höchstens zwei Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte. Es können nur je zwei solcher Verbindungs- 
geraden parallel sein. 

7. Wenn eic Sti-ahlenbüschel und sein Bild nicht an einer Äxe 
liegt, so giebt es auf einer Geraden höchstens zwei Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen. Es können nur in zwei Paaren entsprechender 
Strahlen letztere parallel sein. 

§ 21. 8. Man soll zu Punkten einer Reihe die Bilder auf einer zweiten 

nicht bestrahlten Reihe bestimmen, wenn zwei Punktpaare AÄ^ und 
BB^ und zu dem Schnittpunkt C, beider Punktreihen das Bild C ge- 
geben ist, — Andeutung: Von den fünf gegebenen Seiten des Brianchon- 
schen Sechsseits fallen zwei in eine Gerade {AB und CC,^). Nimmt 
man A als Scheitel des Büschels a^b^c^, und den Schnitt von AA^ 
und B-B] als Scheitel des Büschels abc, so ist Bj^C Axe derselben. 

9. Wie heifet die der Aufgabe 8 entsprechende Aufgabe und 
deren Losung für Strahlenbüschel? 

10. Man soU zu drei Punkten oder Strahlen und ihren nicht 
bestrahlten Bildern die Bilder des Schnittpunkts der Tröger oder die 
Verbindungsgeraden der Scheitel finden. — Andeutung: Nach § 21, -J 
oder durch die Umkehrung der in vorhergehender Aufgabe gegebenen 
Folge der Zeichnungen. 

11. Es soll zu einer Punktreihe ihr nicht bestrahltes Bild ge- 
zeichnet werden, wenn ein Punktpaar AÄ^ und die Bilder B und C^ 
des gemeinsamen Punktes {B^C) beider Träger gegeben sind. — 
Andeutung: BG^ ist Axe zweier Büschel von A und A^. 

12. Eine Punktreihe und ihr Bild seien auf derselben Gei'aden 
gelegen und die eine sei von einem Büschel S bestrahlt. 

a) Es soll der Scheitel S^ eines zweiten Büschels gefunden 
werden, von dem die zweite Punktreihe durch einen dem ersten gleich- 
wendigen, übereinstimmenden Büschel bestrahlt wird (§ 16, 3'). 

b) Liegen die Scheitel beider Büschel auf einerlei Seite oder 
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auf den Gegenseiten des Trägers, wenn die Punktreihen gleich- [§ ai.] 
gerichtet sind? Wie liegen die Scheitel, wenn die Punktreihen gegen- 
gerichtet? 

c) Was füi' eine Linie bildet , der geometrische Ort des Schnitt- 
pimttea entsprechender Strahlen in beiden so gelegenen Büscheln? 

d) Wie erhält man mit Hilfe dieser Linie weitere entsprechende 
Punktpaare ? 

e) Wie erhält man möglicher Weise Punkte beider Reihen, die 
sich selbst entsprechen (Doppelpunkte)? 

f) Wie ergiebt sich aus dieser Zeichnung, dafs bei gegenge- 
richteten Punktreihen stets zwei Doppelpunkte, bei gleichgerichteten 
deren 2, 1 oder vorhanden? (Vgl, b. und c.) 

13. Man bestimme zu einem Strahl eiibüschel und seinem Bild, 
deren Scheitel zusammenfallen, die sich selbst entsprechenden Strahlen. 
~ Andeutung: Mittels einer Geraden führe man die Aufgabe auf die 
vorhergehende zurück. 

14. Es ist der Sti-ahlpunkfc S und die Axe a gegeben und g aa. 
a) ein Punkt P mit seinem Bild P^ | b) eine Gerade (/ und ihr Bild ^^. 

Es wird gesucht: 

a) zu einem Punkt Q das Bild Q-^; 

jj) zu einer Geraden h das Bild /i^; 

y) die Fluchtgerade f zur Figur mit F oder i/; 

Ö) die Muchtgerade v^ zm Figur mit P^ oder </-^. 

15. Es ist der Strahlpunkt S, ein Punkt P und sein Bild Pj 
und die Fluchtgerade f gegeben; es ist die Ase zu zeichnen. 

16. Es ist der Strahlpimkt S, die Axe a und die ihr parallele 
Fluchtgerade f gegeben. Es wird das Bild gesucht: a) zu einem 
Pnnkt P, b) zu einer Geraden (/, c) zu einem Punkt Q^, d) zu einer 
Geraden Ä,. 

17. Es ist ein Parallelogramm %&^c^d^ (Fig. 87) gegeben; 
ferner eine Gerade (s), welche die Seiten des Parallelogramms 
schneidet. Ea soll durch einen gegebenen Punkt {Ä') eine Parallele 
zu dieser Geraden gezogen werden mit Hilfe eines Lineals allein. 
Andeutung: Betrachte die Gerade als Bildase, den Pnnkt als Flucht- 
punkt zweier Parallelen ; nimm das Bild der Eckenlinie beliebig 

18. Es sollen drei Strahlenbüsehel , deren Scheitel auf einer 
Geraden liegen, als Parallelstrahlenbüschel abgebildet werden. 

19. Liegen zwei Parallelogramme zwischen zwei Parallelen, so 
schneiden ihre Eckenlinien einander paarweise auf der Verbindungs- 
geraden der Schnittpunkte der Seiten, welche nicht auf beiden Pa- 
rallelen liegen (zweideutig). 

20. Beweise den Satz der Aufgabe VIXI, 8 dui'ch Anfsuchnng 
zweier gegenseitig sich bestrahlenden Figuren. 



y Google 



200 Zwei Kreise mit Bildase (Kap. 7). XI. XU. 

[§ 22.] 21. In einem vollständigen Viereck wird das Dreieck der drei 

Nebenecken bestrahlt von dem Dreieck dreier Ecken des Vierecks 
mit dem vierten Eck als Strahlpunkfc. 

23. In einem vollständigen Vievseit wird das Dreiseit der drei 
Nebenaeiten bestrablt von dem Dreiseit dreier Seiten des Vierseits 
mit der vierten Seite als Axe. 



Aufgaben zum siebenten Ka.jjitGl. 
XII. Lehrsätze und Zeielinangen. 

1. Die Punkte und Berüki'enden eines Kreises liegen paarweise 
bestrahlt als Vorlage und Bild 

a) zu einem beliebigen Punkt als [ a') zu einer beliebigen Geraden 
Strahlpunkt imd dessen Polare ala als Axe und deren Pol als Strahl- 
Axe. I punkt. 

Liegt der Strahlpunkt im Mittelpunkt, so sind die entsprechenden 
Teile gegengeaetzt; rückt er auf einem Durchmesser in unendliche 
Entfernung, so liegen die entsprechenden Bogen beiderseits gleich zu 
dem Durchmesser als Axe, der auf ersterem Durchmesser senk- 
recht steht. 

2. Bei dieser Abbildung eines Kreises in sich selbst halbiert 
die Fluehtgerade den Abstand zwischen Strahlpunkt und Axe. 

3. Die Potenz irgend eines Punktes dieser Fluchtgeraden in Be- 
zug auf den Kreis ist entgegengesetzt dem Quadi-at seines Abstands 
vom Strahlpunkt. 

4. In jedem von zwei Kreisen haben die Polaren des inneren 
und äufseren Ähnlichkeitspunktes den gleichen Abstand. 

5. Der Mittelpunkt eines Kreises, der zwei Kreise rechtwinkelig 
schneidet, liegt auf der Bildaxe (Potenzgeraden) der letzteren. 

6. Werden zwei Kreise von zwei andern rechtwinkelig ge- 
schnitten, so ist die Mittellinie des einen Paares Axe (Potenzgerade) 
des andern. 

7. Werden zwei Kreise von zwei andern berührt, so liegt der 
Ahnlichkeitspunkt des einen Paares auf der Bildaxe (Potenzgeraden) 
des andern Paares und zwar der äufaere bei gleichartiger, der innere 
bei ungleichartiger Berührung. 

8. Werden drei Kreise von zwei andern gleichartig berührt, so 
ist die Bildaxe (Potenzgerade) der letzteren äufsere Ahnlichkeitsaxe 
der ersteren. 

9. Es sei die Aufgabe IX, 22 durch ein Bild der Figur zu lösen, 
in dem der Kreis wieder als Kreis abgebildet und a) wenn der Punkt auf 
der Sehne selbst liegt, dieser als Mittelpunkt abgebildet wird, oder 
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b) wenn der Punkt auf der Verlängerung der Sehne liegt das Bild dieses [ 
Punktes und des ScKnittpunktes der bpilen Berührenden in unendliche 
Entfernung fällt. 

10. Aus den Sätzen von fascal i d Bnanch n allen folgende ab- 
geleitet werden: 



) Die ElI 
Dieiseits gel ei 



a) Die Seiten eines Seimendreiecks 
geben mit den jeweils 
liegenden Seiten des zugehörigen 
ilihrenden Dreiseits drei Schnittpunkte 
auf einer Geraden. 

b) Verbindet man die Berührungs- 
punkte zweier Geraden je mit -i 
Punkten des 1 
einander diese 

zwei weiteren Punkten eines Strahles ' 
des Schnittpunktes der Berührenden. 

c) Je zwei Neben ecken eines S 
Vierecks 1 

des zugehörigen berührenden Vier- 
seits (vier Punkte auf ein 
raden). 

d) Verbindet man die Berührungs- 
punkte zweier Geraden je mit e 
weiteren Punkt des Unifangs 
schneiden diese Verbindungsgeraden ' 
die Berührenden in zwei Punkten ■ 
einer Geraden, die durch den Schnitt- 
punkt der BeiTihrungssehne und der i 
Verbindungsgeraden beider Punkte i 
geht (sechs Gerade durch diesen ( 
Schnittpunkt). 

11. Auf einem quadratischen Blatt von löOmni Seite sind diö Mittel- 8 ai- 
punkte iTj, K^, K^ dreier Kreie^ Ton der einen Seite des Blattes \\m 
31, 50, 98 mm, von der anstoisenden um 47, 79, 62 nnn entfernt an- 
zunehmen, ihre Halbmesser zu 18,5, 10,5, 29 mm. Es sollen die acht 
berührenden Kreise gezeichnet werden. 

13. Es ist ein berührender Kreis in eine Fläche zu zeichnen, 
welche begrenzt ist 

a) von drei Kreisbögen; 

b) von zwei Kreisbögen und einer Geraden (Spitzbogen; vgl. 
IV, 15); 

c) von einem Kreisbogen und zwei Geraden. 

Aufgaben, über Kegelschnitte folgen im dritten Teil. S ^^■ 



s berührenden 
. jeweils gegon- 
es zugehörigen 
Snhnendie ei,ks diei Verbin dungsge- 
iide durch einen Punkt, 

1 ) Schneidet min zwei Berührende 
durch ugend Kwei weitere Berüh- 
rende, so gehen die beiden Verbin- 
dungsgerade dieser Schnittpunkte 
durch einen Punkt der Beröhrunga- 
sehne der beiden ersteren Berührenden, 
c') Je zwei Nobenseiten eines be- 
rührenden Vierseits schneiden einan- 
der in einem Nebeneck des zugehörigen 
8 ebnen Vierecks (vier Gerade durch 
einen Punkt). 

d') Schneidet man ein Paar von 
Berührenden je mit einer weiteren 
Berührenden, so gehen die Geraden, 
welche die Berührungspunkte des 
ersteren Paares mit diesen Schnitt- 
punkten verbinden, durch einen Punkt 
der Geraden, welche die Scheitel bei- 
der Paare von Berührenden verbindet 
(sechs Punkte auf dieser Geraden). 
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Dreieeksinhalt (Kap. 8). 



Aufgaben zur zweiten Abteilung. 

Aufgaben zum achten Kapitel. 
xni. Lehrsätze. 

1. Dreiecke mit gemeinsainei' Gnindseite verhalten sieh wie die 
Strecken, die auf der Verbindungsgeraden iiu-er Spitzen durch die 
Grundseite gebüdet werden. 

2. Der eine der Sätze in § 26, 3 a sei bewiesen; man soU daraus 
den andei-n folgern. — Andeutung: Verwandle beide Dreiecke mit 
derselben Grundseite in rechtwinkelige und lege aie mit der Grund- 
seite aufeinander. 

3. Beweise den Satz von Ceva (§ 15, i) durch Vergleiehung von 
Dreiecksinhalten. — Andeutung: Wende XIII, i auf je zwei Dreiecke 
an, die durch je zwei Ecken des gegebenen Dreiecks und den Schnitt- 
punkt der Sehnittgeraden bestimmt sind. 

4. Wenn die durch den Punkt S in einem Dreieck gehenden 
Eckstrahlen ß, ß, y, ihre unteren Abschnitte k', ß', y' und ihre 
oberen Abschnitte oc", ß", y" sind, welchen Wert haben die Summen: 

J + f + ^ "" v + ^ + y' 

Andeutung: Man vergleiche Teile des Dreiecks Je mit dem 
gitnzen Dreieck. 

ö. In einem AÄBC seien die Eckstrahlen Ä, Ä^, ... so ge- 
zogen, dafs jede, stets im selben Sinne gerechnet, von der Gegenseite 
— abschneidet. Die Schnittpunkte je zweier auf einander folgenden 
Strahlen seien Q, B, S. Man beweise, dals die Dreiecke ÄB^Q, 
BCj^Rj CA^S einander gleich sind (berechne ÄQ : AAj mittels der 
durch eine Parallele von B^ zu BG erhaltenen Abschnitte) und be- 
rechne das Verhältnis der Dreiecke QRS und ABC. 

6. Was folgt aus § 26, i für die Lage der Gegenseiten des 
gemeinsamen Winkels zweier Dreiecke, die gleichen Inhalt haben? 

7. Beweise, dafs der Satz in § 26, 4 auch für Dreiecke gilt, in 
denen zwei Winkel einander zu 21t ergänzen. 

8. Wählt man auf den Seiten a, 6, c eines Dreiecks Punkte, 
die diese (im selben Sinne geordnet) in Abschnitte a' und a", h' und 
h", c' und c" teilen und verbindet man die Teilpunkte, so verhält 
sich der Inhalt des entstehenden Dreiecks zu dem des ursprüng- 
lichen wie 

(«'-6'-c' + ö"-r ■c")-(«-^-<^> 
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Andeutung: Vergleiche die abgeschnittenen Dreiecke einzeln mit [§ 
dem ursprünglichen Dreieck und ersetze die Seiten des letzteren im 
Zähler des Ausdrucks durch die Summe ihrer Abschnitte. 

Zusatz. Was wird aus dem Satze, a) wenn 

1 ,, 1 , , 1 

a = — a, b = — -D, c =— ■ c 

ist? (Beispiel; p = 2, 3 = 3, c = 4.) 

ß) wenn p = q = r ist? 

y) wenn die nach den gewählten Punkten gehenden Eckstrahlen 
durch einen Punkt gehen? 

d) wenn einzelne der gewählten Punkte auf den Verlängerungen 
der Dreiecksseiten liegen? (Benütze XIII, 7.) 

9. Die Formel für den Inhalt eines Trapezes (§ 26, 7e) soU 
gefunden werden unter Benützung a) der Mittellinie, b) einer Ecken- 
iinie, c) einer Hilfslinie, die von einem Eck aus parallel zu einer 
der nicht parallelen Seiten gezogen wü-d. 

10. Der Inhalt eines Vierecks, dessen Eckenlinien zu einander 
senkrecht sind, ei^ebt sich, wenn man die eine Eckenlinie mit der 
Hälfte der andei-n vervielfacht. — Andeutung: Berechne die Teil- 
dreiecbe oder benütze das umbeschriebene Parallelogramm, dessen 
Seiten den Eckenlinien parallel sind. 

Zusatz. Wie ändert sich der Satz, wenn die Eckenlinien einen 
Winkel = ^B oder ^B oder f JJ bilden? 



11. Von den beiden in ein gleichschenkeliges rechtwinkeliges g 27, 
Dreieck beschriebenen Quadraten ist das an der Hypotenuse anstehende 

1 und das im rechten Winkel ^ des Quadrates der Hypotenuse. 

12, Die Seite des in ein gleichseitiges Dreieck beschriebenen 
Quadrates ist gleich dem Überschufs der vierfachen Höhe des Dreiecks 
über den Umfang. 

15. a) Die Fufspunkte der Senkrechten von einem Punkt auf 
die Seiten eines Dreiecks teilen diese so, dafs die Summe der Quadrate 
von drei nicht aneinander angrenzenden Abschnitten gleich ist der 
Summe der Quadrate der übrigen, b) Umgekehrt: Die Senkrechten, 
die die Seiten in solche Abschnitte teilen, gehen durch einen Punkt. 

14. Welchen Wert ninimt a^ im allgemeinen pythagoreischen 
Satz an, wenn a) -^bc^^R? ß) ■^hc = -^R9 y) wenn « = c ist? 

16. In einem Dreieck sei -^(T6 = 2--^ac; dann ist: c* — h^'=ah. 
Andeutung: Setze in § 27, 4b ß ^ tv^; oder verlängere BC um b, 
so wird AC gewendet parallel AB. 

16. a) Die zur Dreiecksseite c gehörige Schwerlinie sei ^ m 
und die Entfernung ihres Enfspunktes von dem zugehörigen Höhen- 
fufspunkt sei ^ d. Dann ist zu beweisen, dafs: 
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Berechnung toh Inhalten u. Strecken (Kap. 8.) 
»■ + »■ = 2. [(1)' + «'] 



Andeutung: Bestimme a und b nach dem aligemGinen pytha- 
goreischen Satz aus den durch m gebildeten Teildreiecken. 

b) Wie läTst sieh m durch a, h, c ausdrücken? oder c durch 



a, h. 



t bei Anwendung der ersten Fonnel in a) 
wenn dabei m die halbe Eekenlinie be- 



c) Welcher Satz folg 
auf das Parallelogramm, 
deutet? 

d) Wende den ersten Satz in a) an auf zweimal zwei auf ein- 
ander folgende Seiten eines beliebigen Vierecks und benütze dabei 
die Verbindungsstreeken, welche von der Mitte einer Eckenlinie zu 
den beiden gegenüberliegenden Ecken und zur Mitte der andern 
Eekenlinie gehen (Satz von Euler). — Besonderer Fall für das 



17. Schneiden einander zwei Sehnen rechtwinkelig, so ist die 
Summe der Quadrate ihrer Abschnitte gleich dem Quadrat des Durch- 



1^. Dei Flächeninhalt eines Kreisvierecks wird erhalten, wenn 
man die Summe der beiden Produkte aus je zwei einerseits einer 
Eekenlinie lleg^nd6n Seiten vervielfacht mit dieser Eckenlinie und 
das Ergebnis durch den doppelten Ki-eisdurchmesser teilt. 

19, Del Flächeninhalt eines Vierecks, in und um welches ein 
Kieis beschrieben werden kann, ist gleich der Quadratwurzel aus 
dem Produkt seiner Seiten. 

20, Es soll bewiesen werden, dafs in jedem Dreieck: 

und Entsprechendes für p^, p^, q^\ ferner dafs: 

b) 1 = 1 + 1-|_1. 

' e 01 ej e, ' 

und entsprechend für t- und -^5 

d) Pi + Ps + Ps — P = 4r. 

e) J^Yq.q^ -Qi-Qi- 



yGoosle 



XIV. Teilen, Vei-wancleln u. Berechnen von Inlialton (Kap. 8), 20r) 

XIV. Zeichnnngen nnd Berechnungen. 

1. Ein Dreieck aoll durch Strahlen eines Eckes in drei Teile g 26. 
geteilt werden, welche sich wie 2:3:4 verhalten. 

3. Es soU ein Dreieck gezeichnet werden, das einem gegebenen 
ähnhch und niaai (zwei, dreimal) so grofs ist als dieses. 

3. Ein Dreieck ABC soU in ein inhaltsgleiches verwandelt 
werden, das einem gegebenen d ahnlich ist, — Andeutung: Ziehe 
■aber AIB ein /\£0->S und verwandle ABC so, dafs es mit e die 
Winkel an AS gemeinsam hat. 

4. Man soll ein Dreieck unter Beibehaltimg eines Winkels ao 
verwandeln, dafa a) die ihn einschließenden Seiten nun gleich werden; 
b) die Gegenseite des Winkels einer gegebenen Geraden l parallel 
wird. ■ — Andeutung zu b): Ziehe durch ein Eck die Parallele zu l. 

5. Ein Dreieck habe die Seiten » = 25, h = 29, c = 36 und 
parallel zu o sei im Dreieck eine Strecke c' ^ 12 (oder 8 oder 26) 
gezogen. Der wievielte Teil des Dreiecks wird durch c' abgeschnitten? 

6. Ein dem Dreieck ahc in voriger Nummer ähnliches Dreieck 
habe den Inhalt = 90 (oder 160 oder 705,ü). Wie grofs sind dessen 
Seiten, wenn der Inhalt von abc = 360 ist? 

7. Zwei Dreiecke ä und & haben einen Winkel gleich und die 
zwei denselben einschliefsenden Seiten seien bei d gleich 21 und 20, 
bei d aber in Summe = 71 (Unterschied = 31); der Inhalt von d sei 
= 126, der von ä == 306. Wie grois sind in 3 die den beti-effenden 
Winkel einschließenden Seiten? (Quadratische Gleichung.) 

8. Das Dreieck d in voriger Nummer soll durch eine Parallele 
zur dritten nicht angegebenen Seite in zwei (oder drei) gleiche Teile 
geteilt werden; wie grofs werden die Seitenabschnitte? 



9. Welchen Inhalt hat ein Rechteck, dessen Seiten sind a) 19 
und 21? b) 8|- und 6|? c) 17,a und 9,5? 

10. Seite und Eckenlinie eines Rechteckes seien a) 9 und 41; 
b) 6,ij und 13; c) 2^ und 3-|. Wie grofs ist sein Inhalt? 

11. Der Umfang eines Rechteckes sei = 52, seine Grundseite 
sei dreimal so grofs als seine Höhe. Welchen Inhalt hat es? 

12. Wie grofs ist der Inhalt eines rechtwinkeligen Dreiecks, 
dessen a) Katheten sind = 34,5 und 8,2; b) Hypotenuse == 8,9 und 
Kathete =8? 

13. Von zwei inhaltsgleichen Rechtecken ist das eine 117m 
lang und 35m breit, das andere 65m lang; wie breit ist dieses? 

14. Welchen Inhalt hat eine Kaute, deren Eckenlinien = 90 
und 56 sind? 
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] 15. Die Parallelseiten eines Trapezes seien ^24 und 11, ihr 

Abstand =^ 8,8 (oder 39|, 16,4,] und 32J); welchen Inhalt hat es? 

16. Wie grols ist die eine Parallelseite eines Trapezes, wenn 
die andere = ITcm, wenn der Abstand beider = löcin und wenn 
der Inhalt = 210qcm ist? 

17. Höhe und Parallelseiten eines Trapezes verhalten sich wie 
2:3:5, der Inhalt ist =512; wie grofs sind die Parallelseiten seihst? 

18. Man soll den Inhalt eines Dreiecks finden, dessen Seiten sind: 
tc) 10, 17, 21; ß) 25, 29, 36; y) 56, 25, 39; S) 33, 25, 52. 

19. Von einem viereckigen Feld ASCD ist die Seite J.B= 13m, 
_BC = 40m, CI> = 15m, DA = Um und die Eckenlinie ÄC=31m. 
Wie viel Ar umfafst das Feld? 

20. Der Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks sei = lOOqm; wie 
gi'ofs ist dessen Seite? 

21. Wenn die römischen Feldmesser den Inhalt des gleichseitigen 
Dreiecks =^a^ rechneten (wobei a die Seite), welchen Fehler machten 
sie hierbei? oder welchen Fehler begeht man, wenn man (nach Heron) 
jenen Inhalt = -J^ «^ + Vu <** setzt? 

22. Der Inhalt eines Dreiecks soll durch die drei Höhen aus- 
gedrückt werden. —Andtg.: Setze in die heronische Formel «=-t— u.s.w. 

23. Man soll den Inhalt eines Trapezes durch seine vier Seiten 
ausdrücken. — Andeutung: Ziehe durch ein Eck die Parallele zu 
einer der nicht parallelen Seiten und bei'echne die Höhe des hier- 
durch abgeschnittenen Dreiecks. 

24. Die vier Seiten a, h, c, d eines Kreisvierecks seien bekannt 
(z. B, ffl = 104, J = 56, c = 49, d = 39). Man soll 

a) eine Eckenlinie berechnen, 

b) den Halbmesser des umbeschriebenen Kreises bei-echnen. 

25. Beweise die in § 27,7b über das Verhältnis der Eckenlinien 
eines Sehnenviereeks abgeleitete Formel auf folgende Art: 

a) Berechne den Inhalt des Vierecks als Summe zweier durch 
die Eckenlinie gebildeten Dreiecke zweimal (nach § 27, s) und setze 
die beiden Ausdrücke für das Viereck gleich; oder: Verlängere zwei 
Gegenseiten und berechne aus den entstehenden ähnlichen Dreiecken 
die äufseren Abschnitte und deren Verhältnis. 

26. Der Inhalt eines Sehnenvierecks soll gefunden werden: 

a) indem man ans dem bekannten Produkt und Verhältnis der 
Eckenlinien zuvor diese selbst berechnet; 

b) indem man zwei Gfegenseiten verlängert bis zum Schnitt, den 
Inhalt des grofsen und des kleinen Dreiecks durch die ganzen Schnitt- 
geraden und deren äufsere Abschnitte sowie die Sehnen ausdrückt u. s. w. 

27. Welchen Inhalt hat ein Sehnenviereck, dessen Seiten sind: 
ß) 3, T, 9, 11; ß) 68, 55, 43, 14; y) 80, 91, 195, 300. 
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28. Wenn a, b, e, . . . beliebige Strecken, p und q aber be- § 28. 
liebige Zablen bedeuten, so sollen die Werte der folgenden Änsdrüüke 
als Strecken dargestellt werden: 



a) 


11— b 




b) 


') 


a'+b 
f 


ll. 







29. 


Ebenso: 


«) 


abc 


-<:■ 


B. » 


V 


>ni 




{'- 


«) 


o_'_-fJ. 


: ( 


z.B. 



a)° 



» + !■ 






<(.f 



li)i--Jf^. 



Is ^ — i oder =- — -, — oder =« 

B. ak ^ -5- ■ c ^ — - ■ — ^ 3» ■ — t ; 



e) ''+.'^ ■''' (vgl. die AUeitmig i,, § 27, »); g) — +- ^,' 1 '''' + --■ 
30. Ebenso; 

e)|/i<i'-S'; d) yoS +ed— ]/« (s + ^) ; o) Ya-'+Tc . 

(Wai-um ist der letzlie Ausdruck die Eckenlinie eines gleicb- 
scheukeligen Trapezes, dessen Scbenkel a und dessen Parallelseiteii 
Ö und C sind?); 



f) Ya'+b' + ah (Tgl. Autg. XIII, uß); 



g)l/(i'+ft"— aS(TgI.Aufg.XIII,15«); 1) Vo' + i)'+2t«r (vgl. §27,8); 
i) <i . l/B (Beachte, dals .f) — 5 • 1 — 2' + 1 = 3' — 2»); 
k)l4="+o"l/2; 1) o/r+ya+l/f; mla-Yl+V'i+yH; 
»)-Jl/3-|; o)-|-(l/B.-l); P)i + l/?s" + |"; 

q) l'o« +"Ä' (z. B. — Ko ■ yi'+'fi) ■ 
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den folgenden Gleichungen die 



31, Ebenso, wenn x, y 
Unbekannten bedeuten; 



1. 
r 




a + b + e, 

2 1 


' 




■1) 


tx-y^a-h\ 




= x^ 


— X 

X 



Mit einer Unbekannten. 
33. Man soll parallel mit den Seiten eines Rechteckes und in 
gleichen Abständen von ihnen Gerade ziehen, so dafs das entstehende 
Rechteck einen gegebenen Umfang hat. 

33. Von einem Punkt auf dem Schenkel eines Winkels aus soll 
nach dem andern Schenkel eine Gerade so gezogen werden, dafs daa 
abgeschnittene Dreieck inhaltsgleich einem gegebenen Quadrat wird, 

34. Wie mufs eine Gerade parallel zu einer Rechteckseite ge- 
zogen werden, a) damit der Umfang des abgeschnittenen Rechtecks 
halb so grol's als der des gegebenen wird? b) damit das abgeschnittene 
Rechteck dem gegebenen ähnlich wird? c) damit die Eekenlinie des 
Rechtecks im Verhältnis seiner Seiten geteilt wird? 

36. Ein Rechteck soll in ein rechtwinkeliges Dreieck mit ge- 
gebener Hypotenuse verwandelt werden. 

36. Man soll eine Strecke a so um x verlängern, dafe das 
Rechteck aus a und (a -\- x) gleich einem gegebenen Quadrat wird. 

37. Auf einer Strecke liegt eine zweite. Wo mufs der Punkt 
liegen welcher beide Strecken in demselben Verhältnis fceüt? 



Mit zwei Unbekannten, 

38. In einem Dreieck soU ein Eckstrahl so gezogen werden, 
dafs beide Teildreiecke denselben Umfang haben. 

39. In einem stumpfwinkeligen gleichschenkeligen Dreieck soll 
eine Parallele zur Grundseite so gezogen werden, dafs sie daa 
geometi-ische Mittel zwischen dem Schenkel und seinem oberen Ab- 
schnitt wird. 
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40. Ein Rechteck zu zeichnen, das mit deni einen von zwei 
gegebenen Rechteeken gleichen Umfang, mit dem andern gleichen 
Inhalt hat. 

41. In einem gleichseitigen Dreieck soll zur einen Seite eine 
Senkrechte so gezogen werden, dafs ihr Quadrat gleich dem Rechteck 
der Abschnitte ist, in welche a) die zweite Seite, b) die verlängerte 
dritte Seite durch die Senkrechte geteilt wird, 

43. In einem Dreieck ABC soU parallel zu BC^=a eine Ge- 
i-ade QB so gezogen werden, dafa: 

a) ÄQ^BC; b) QE^RC; c) QB^^AQ-Aß; 
d) QB + BC=p\ '') AQ -\- AB = \{AB -\- BG + CA); 
f) <iB^BC=p (besonders auch = QB)-^ g) AQA^BC=QB; 
h) BC—AQ=^QR; i) AQ~QB = ±gE- k) AQ±BC = p; 
1) QB ^ BC = AQ ^ AB; m) der Umfang des abgeschnittenen 
Trapezes eine gegebene Grölae 2p habe, 

43. Man soU ein gleichsehen keligee Trapez zeichnen aus den beiden 
ParaOelseiten und aus der Summe von Eckenlinio und Schenkel, — 
Andeutung: Benütze den ptolemäischen Satz. 



Rein quadratische Gleichungen. 

44. Es soU ein Dreieck in ein gleichschenfeeliges rechtwinkeliges 
Dreieck verwandelt werden. 

46. Welche Beziehung mufs zwischen den Seiten eines recht- 
eckigen Stückes Papier stattfinden, damit dasselbe beim Halbieren 
und Wiederhalbieren stets ein dem ganzen ähnUches Rechteck giebt? 
Wie zeichnet man eine Seite, wenn die andere gegeben ist? 

46. In einem Trapez soU zu den Parallelseiten eine Parallele 
so gezogen werden, dafa sie das geometrische Mittel zwischen jenen 
Seiten ist. 

47. Man soll ein gleichseitiges Dreieck als geometrisches Mittel 
zwischen zwei gegebenen gleichseitigen Dreiecken finden. 

48. Durch einen Punkt im Inneren eines Kreises soll eine Sehne 
so gezogen werden, dafs sie durch jenen Punkt im Verhältnis 1 : 2 
geteilt wird. 

49. Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu zeichnen, dessen Inhalt 
^ P gegeben ist. 

50. Man soll in einen Halbkreis ein Quadrat so einbescbreiben, 
dal's zwei Ecken auf dessen Durchmesser, zwei auf dem Bogen liegen. 
(Vgl. Aufgabe VH, 16.) 

51. Von einem aufserhalb eines Kreises gegebenen Punkt aus 
soll eine Schnittgerade so gezogen werden, dafs deren äuiserer 
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[I 29.] Abschnitt zum inneren sich verhalte a) wie 1:1; b) wie zwei ge- 
gebene Strecken a und b. 

62. Man aoU die Fläche eines Trapezes, dessen Hohe ^ h ist, 
durch eine Parallele zu den Parallelseiten a vmd b halbieren. — 
Andeutung: Man drücke die Verhältnisse der Höhen der beiden Teü- 
trapeze auf doppelte Weise in a, b und h aus. 

53. Es soll a) ein gleichseitiges Dreieck oder b) ein regel- 
mäl'siges Sechseck als geometrisches Mittel zwischen zwei gegebenen 
Quadraten (Rechtecken) gezeichnet werden. 



Gemischt quadratische Gleichungen, 

54. Man soll ein rechtwinkeliges Dreieck zeichnen, dessen drei 
Seiten zwei gleiche Unterschiede geben wenn die kleinste Seite = a 
gegeben ist. 

56. Man soll ein gleiehschenkeliges Trapez zeichnen, in dem 
die Eckenlinien zu den nicht parallelen Seiten senkrecht sind, wenn 
diese beiden = a und die kleinere der Parallelseiten = b gegeben sind. 

56. In ein Quadrat soll ein gleichseitiges Dreieck so ein- 
gesehrieben werden, dafs beide Figuren ein Eck gemeinsam haben. — 
Andeutung: Beachte, dafs die Gegenseite des gemeinsamen Eckes 
parallel der Eckenlinie ist {und bestimme den durch sie auf der 
Quadrataeite gebildeten Abschnitt). 

ö?. Eine Strecke a soll in einem Punkt so geteilt werden^ 
dafs das Quadrat des einen Abschnittes das Dreifache des Quadrates 
des andern Abschnittes ist. 

58. Zwei Strecken a und h sind so zu legen, dafs die Grenz- 
punkte der einen die andere Strecke harmonisch teilen. — Andeutung; 
Man betrachte den Abstand des einen Grenzpunktes von der Mitte 
der andern Strecke als Unbekannte. 

59. Von yier harmonischen Punkten sind die beiden äufseren 
gegeben. Die inneren sind so zu bestimmen, dafs sie gleiche Ab- 
stände von den äufseren haben, 

60. Die Abstände zweier harmonisch zugeordneten Punktpaare 
a und b sind gegeben. Es ist die gegenseitige Lage dieser Punkte 
zu bestimmen. 

61. Es sind zwei Strecken AB und A^JBi einer Geraden durch 
ein Punktpaar XY harmonisch . zu teilen. — Andeutung: Lege um 
AB und A^B^ Kreise, die einander schneiden; die Gerade durch die 
Schnittpunkte giebt die Mitte von XY. 
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Aufgaben zum neunten Kapitel. 
XV. Berechnungen und Lehrsätze. 

1, Der Durctmesser eines Kreises sei 120 mm. Bestimme durch g 30. 
Messen und Rechnen die Seiten s^, Sg, 5,^ und deren Abstände ic^, Xg, x^^ 
vom Mittelpuntt. 

2. Berechne Sj unmittelbar aus der Figur. 

3. Finde durch Messen und Rechnen die Seiten Sg, s^ in einem 
Kreis, dessen Halbmesser ^ 60 mm ist. 

4, Die Seite des einem Kreis einbeschriebenen regelmälsigen 
Vielecks sei == 8. Wie grofs ist der Halbmesser des Kreises, wemi 
jene Seite angehört einem a) Sechseck? b) Viereck? c) Dreieck? 
d) Zehneck? e) Ächteck? 

6. Berechne ans der Seite a) des regelmälsigen Achtecks die 
des Vierecks, b) des regelmälsigen Zwölfecks die des Sechsecks im 
gleichen Kreis, und zwar zuerst ohne und dann mit Benützung der 
Formel in § 30, i. 

6. a) Wie grofs ist die Eckenlinie eines regelmälsigen Fünfecks, 
im Halbmesser r des Umkreises ausgedrückt? 

b) Beweise, dafa je zwei nicht vom selben Eck ausgehende Eeken- 
linien einander so schneiden, dafs der gröläere Abschnitt gleich der 
Fünfecksseite ist, und dafs es der goldene Schnitt der Eckenlinie ist. 

c) Beweise wie in § 1, 5, dafs Seite und Eckenlinie eines regel- 
mäfsigen Fünfecks kein gemeinsames Mafs haben. — Andeutung: 
Nach b) erhält man eine unbeschränkte Zahl einander ähnlicher gleich- 
schenkeliger Dreiecke, wenn man vom Schnitt beider Eckenlinien eine 
Parallele zu einer Seite bis zur andern Seite zieht, von da eine 
Parallele zur Eckenlinie bis zur andern u. s. w. 

7. Berechne die Seite des regelmäläigen Sternfünfecks, wenn 
dieses einem Kreis einbeschrieben wird, dessen einbeschriebenes regel- 
mäfsigea Dreieck die Seitenlänge "j/S hat. 

8. a) Wird in Fig. 134 (S. 114) von C aus mit CA als Halb- 
messer der Kreis beschrieben und AF bis zum Kreis verlängert, bis 
i), so ist BD die Seite des regelmäfsigen Fünfecks, und DF ist gleich 
dem Halbmesser. 

b) Aus a) folgere den Beweis des Satzes: Wird in einem Kreis 
ein Trapez gezeichnet, dessen Parallelseiten der Durchmesser und Sm 
sind, so sind die nicht parallelen Seiten = Sj, und die Eckenlinie ist 

c) Wende auf das Trapez in b) den ptolemäischen Satu an; zu 
welcher Folgerung führt er? 

d) Beweise, dals s^^ = Sj^^ -|- r*, durch Anwendung des allgemeinen 
pythagoreischen Lehrsatzes auf das A GBD oder FBI) (in a). 
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] 9. Welchen Wert hat die Summe der Quadrate a) zweier ungleichen, 

b) aller di-ei Yon einem Eck ausgehenden Eckenlinien ein 
Sechsecks? e) Anwendung zum Zeiclmen von ryT und »-"[/lO. 

10. a) Welches Verhältnis haben die drei ungleichen Eekenlinien 
eines regelmäfsigen Achtecks? 

b) Wie grofs ist die Summe der Seiten eines regelmäßigen Stem- 
achtecks in einem Kreis vom Halbmesser = 10,18? 

11. Berechne a) die Seiten, b) die Eckenlinien eines regelmäfsigen 
Zwölfecks, wenn der Halbmesser 125 mm; ebenso ihre Abstände vom 
Mittelpunkt. 

12. Von einem Achteck (Zwölfeck), dessen Seite = 41,43 (53,59) 
ist, aoil die Eckenlinie berechnet werden, die 3 (5) Seiten überspannt. 

13. a) Man soll die Seiten und Eekenlinien eines regelmäfsigen 
Fünfzehnecks durch den Halbmesser r seines Umkreises ausdrücken 
und berechnen f(ir r = 1,25 m. 

b) Umgekehrt ist r zu berechnen, wenn s^^ gegeben ist (z. B. 
s^^ = 62,37 cm). 

14. Löse die Aufgaben XV, i, y, :i, 4 auch für nmbeschriebeiie 
Vielecke. 



lö. Weise nach, dafs: 






> , Sa 




.-, , sin a 


' V^-iä" 


•' 'K" yr-.i..V 


h) " *" 




^''"" vA^:- 


" 1/1+©" 


0.. l/^>-, 




«') »»l-lZ-'v -'KY 


oder (Fig. 142) CU: 


AC~ 


ÄC:AB, 


'^t-i + h 






oder (Kg. 142) UV: 


AB — 


LU-.LA. 


16. Wende die Formel i 
«) t,; l) t,; e) i„, 

17. Der Umfang eines 


n § 31, 3 (S. 121) an zur Berechnung von 
; einbeschriebenen Quadrates sei = 40; 



wie grofs ist der Umfang des zugehörigen a) Sechsecks? b) Dreiecks? 
c) Achtecks? d) Zwölf ecks? 

18. Der Umfang eines regelmäfsigen Sechsecks sei = 48. Wie 
grofs ist der zugehörige a) grofse, b) der kleine Halbmesser? c) Wie 
grofs sind die Halbmesser für ein Zwölfeck von gleichem Umfang? 
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19. Der Umfang eines einbeschrietenen regelmäfsigen 2w-eeks [g 
ist das geometriaehe Mittel zwischen den Umfangen des einbesehrie- 
benen w-ecks und des umbeachriebenen 2n-ecks. 

30. a) Der Umfang eines umbescbri ebenen regelmäfsigen 2H-ecks 
ist daa hannoniscbe Mittel zwischen den Umfangen des um- und ein- 
beschrieb enen w-ecks, also '^^ "ä ( '" "S )' 

b) Wenn ^60 = 3,140 (i ™d Mg,, =1 3,144 d, wie grofs ist u^^^'/ 
(Auf drei Bruchstellen.) 

31. Welchen Weg durchläuft täglich das Ende a) des Minuten- 
zeigers, b) des Sekundenzeigers einer Uhr, wenn jener 14 cm, dieser 
24^5 mm lang ist? 

32. Wie lange braucht ein Rennpferd, daa 12,6 m in der Sekunde 
macht, um eine Kreisbahn zu durchlaufen, deren Durchmesser 112 m 
beträgt? 

23. a) Der Durchmesser eines Halbkreises sei in zwei beliebige 
Teile geteilt, und Über diesen als Durchmessern seien wieder Halb- 
kreise beschi'ieben. Wie grofs ist deren geaamte Bogenlänge? 

b) Wenn aber der Durchmesser in beliebig viele gleiche Teile 
geteilt und wie in a) verfahren wird, wie grofs ist die Summe der 
Halbkreislängen ? 

34. a) Auf dem Durchmesser eines Kreises wei'de ein Punkt 
P so gewählt, dafs der eine Teil ^ -r- (oder ^ r oder ^ ; I sei, 
und in P werde die senkrechte Sehne gezogen. Wenn nun um jeden 
der entstehenden vier Sehnenabschnitte als Durchmesser ein Kreis be- 
schrieben wird, welche Summe geben deren Umfange? 

26. a) Wie grofs ist der Erdhalbmesser, wenn der Umfang zu 
40000 km angenommen wird? b) Wenn man wie üblich den Halb- 
messer des Erdäquators zu 860 und seinen Umfang zu 5400 geogr. 
Meilen annimmt, stimmen diese Zahlen zusammen? 

26. Wie grol's mufs der Halbmesser eines Kreises genommen 
werden, damit die Sekundenbögen seines Umfangs 1 mm grofs sind? 

37. Die Geradstreckung einer Kreiahnie läfst sich annähernd so 
durchführen, dafs man den Durchmesser A£ in fünf gleiche Teile 
teilt, als Verlängerung in B einen solchen Teil anfügt = BC, dann auf 
der von A ausgehenden Berührenden di-ei solche Teile abträgt = AD; 
dann hat das Dreieck AGB nahezu den gleichen Umfang wie die Kreis- 
linie. — Ist diese Annäherung genauer als die von Kochanaky (§ 32, 4) V 

38. Nicolaus von Cusa (1464) löst die Aufgabe, zu einem Kreis 
ein gleichseitiges Dreieck von gleichem Umfang au zeichnen, indem 
er ein Quadrat in den Kreis beschreibt, um die Summe des Halb- 
messers und der Quadrataeite als Durchmesser einen Kreis und in 
diesen das gleichseitige Dreieck zeichnet. Welchen Wert würde z 
hiemach haben? 
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29. Über der Seite a sei ein regelmäfeiges a) Viereck, b) Sechs- 
eck, c) Achteck, d) Zwölfeck, e) Fünfeck gezeichnet; man soll den 
Inhalt berechnen (auf drei Bruchstellen). 

30. Ein regelmäfsigee Dreieck und ein regelmäfsiges Sechseck 
haben den gleichen Umfang m; in ■welchem Verhältnis stehen ihre 
Inhalte? Zu lösen a) mit, b) ohne Berechnvmg der Inhalte selbst. 

31. Ein regelmälsiges Achteck und ein regelmäfsiges Zwölfeck 
haben a) gleichen Umfang, b) gleichen Inhalt; in welchem Verhältnis 
stehen ihre «) Inhalte? ß) Umfange? 

32. a) Welchen Inhalt hat ein regelmäfsiges Fünfeck, das einem 
Kreis vom Halbmesser 8 einbeschrieben ist? — b) In welche Teile 
teilt eine Eckenlinie das Fünfeck? 

33. Welche Beziehimg findet statt zwischen den Inhalten eines 
regelmäfeigen a) ein- imd umbeschriebenen Vierecks? b) Dreiecks? 
c) eingeschriebenen Drei- und Sechsecks? d) einbesehriebenen Sechs- 
i\nd umbeschriebenen Dreiecks? [Folgerung ans e) und d)?] 

3i. Welche Aufgaben lassen sich mittels der Kreisformeln in 
§ 32, 3 und 33, 2 stellen? Diese Aufgaben au lösen. — Beispiel: 
»■ = 4,2 ; i( = 26,39; J = 55,42 (oder 40,5 ; 254,5). 

35. Von einem Kreis sei der Halbmesser = r (oder der Um- 
fang = u) g^eben; wie gi-ofs ist die Seite a) eines Quadrates, b) eines 
regelmäfsigen Dreiecks, welches mit dem Kreis gleichen Inhalt hat? 
— Beispiel: r = 7 (oder u = 100). 

36. a) Welche Inhaltssmnme haben die in Aufg. 24 entstandenen 
vier Kreise? b) Auch für den Fall zu lösen, dafs der Teilpunkt F 
den Durchmesser im Verhältnis von q : s teilt. 

S?. In ein regelmäfsiges Dreieck seien drei Kreise beschrieben, 
die einander und die Dreieeksseiten berühren. Welchen Bruchteil des 
Inhalts a) des Dreiecks, b) des Dreieckinkreises, e) des Dreieckumkreises 
bedecken die drei ersten Kreise? 

38. Wie zeichnet man einen Kreis, dessen a) Umfang, b) Inhalt 
gleich der Summe (dem Unterschied) zweier gegebenen Kreise ist? 
c) In welchem Verhältnis stehen die Inhalte der gefundenen Kreise 
zu einander? 

39. Um ein Quadrat in einen inhaltsgleichen Kreis zu ver- 
wandeln, trugen indische Mathematiker vom Mittelpunkt des Quadrats 
die halbe Eckenlinie auf die Parallele zur Seite auf, teilten den Über- 
schufs der halben Eckenlinie Über die halbe Seite in drei gleiche Teile 
und besehrieben vom Mittelpunkt den Kreis durch den nächsten Teil- 
punkt. Welchen Wert hätte hiemach x? 

40. Nach Albrecht Dürer (1525) ist die Aufgabe 39 annähernd 
dadurch zu lösen, daiJs man die Eckenlinie in zehn gleiche Teile zer- 
legt und 8 als Durchmesser nimmt. Es ist nachzuweisen, dafe diese 

^ auf den Wert ji = 3^ führt (der bei Vitruvins vorkommt). 
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41. Welclien Weg beschi'eibt in jeder Sekunde ein Punkt des § 34, 
Eidäquatora infolge der ateten Umdrehung der Erde? (Erdhalbmesser 
= 6370 km.) — Wie grofs ist der Weg im Verlauf eines Tages'? 

43. Welchen Weg legt in einer Sekunde die Erde in ihrer Bahn 
um die Sonne zurück, wenn ihre Bewegung als eine kreis- und gleich- 
föi-mige angesehen wird? (Der Abstand der Erde vom Mittel- 
punkt der Bahn beträgt 150 Millionen Kilometer, das Jahr hat 
3651- Tage). — Wie grofe ist der Weg während eines Tages? 

43. Wie grofs ist der Halbmesser eines Kreises (Mauer-Quadranten), 
dessen Bogen a) zu 1" genau 1 dm lang ist, b) zu 1' 1 mm lang ist? 

44. Von welchem Mittelpnnktswinkel ist der Bogen gleich a) dem 
Halbmesser? b) s^? c) s^? 

45. Welche Zeit vergeht, bis das Ende eines Minutenzeigers 
einen Weg beschreibt, der gleich seiner Länge ist? 

46. Eine Bahnrichtimg bilde mit einer andern einen Winkel 
von 45"; beide sollen durch einen Kreisbogen von 865 m Halbmesser 
in einander übergeführt werden. Wie lang wird der Bogen? 

47. Welche Aufgaben lassen sich mit der Formel in § 34, i 
lösen, wenn man je eine der vorkommenden Grofsen als unbekannt, 
alle übrigen als bekannt ansieht? — Bilde entsprechende Aufgaben 
aus den folgenden zusammengehörigen Werten von r, ^ ß, b, näm- 
lich: 6; 29022'; 3,18 oder 150, 25n3'; 66. 

48. Es soll der Inhalt der im I. Teil, Aufgabe XU, 124 be- 
schriebenen Eilinie bestimmt werden für den Fall, dafs das Dreieck 
gleichseitig, der grofse Halbmesser r, der kleine r^ ist. 

49. Durch die Ecken eines aus zwei Quadraten von der Seite a 
zusammengesetzten Ercchtecks werden Kreisbögen derai't gezeichnet, 
dafs ihre Mittelpunkte in den Mitten der längeren Seiten und in . den 
Mittelpunkten der Quadrate liegen. Es soll der Flächeninhalt der 
entstandenen sogenannten Eilinie berechnet werden, 

50. Drei gleiche Kreise berühren einander paarweise. Wie grofs 
ist die zwischen den Kreisen liegende Fläche? 

51. Wie grofs ist der Mittelpunktswinkel desjenigen Kreisaus- 
schnitts, a) dessen Umfang gleich der Kreislänge ist? b) dessen In- 
halt gleich dem Quadrat des Halbmessers ist? 

52. Drei Kreise schneiden einander so, dafs jeder durch die Mitte 
der beiden andern geht. Wie grofs sind die einzelnen hierbei ent- 
stehenden Flächenteile? 

53. Wenn in der Formel § 34, 4 je zwei GrÖfsen gegeben sind, 
wie wird die dritte berechnet? 

54. Welchen Inhalt hat ein Kreisabschnitt, dessen Berühnmgs- 
winkel 36° (45", 60") und dessen Sehne s ist? 

55. In welche Teile wird eine Kreisfläche durch eine Sehne 
geteilt, die zu einem Halbmesser senkrecht steht und auf diesem vom 
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216 Kreiateile (Kap. 9). XV. 

[§ 34.] Mittelpunkt aus ein Stück abschneidet, das sich zum Halbmesser ver- 
hält wie a) 1:2? b) ^2 : 2? c) VS : 2? 

56. Wie grols ist die Summe der Kreisabschnitte, welche ent- 
stehen, wenn man um das Dreieck, dessen Seiten 13, 14, 15 sind, 
einen Kreis beschreibt? 

57. Wie verhält sieh der Inhalt des Kreisabschnittes, der zu 
*) ii b) -^, e) I des Umfanges gehört, aar ganzen Kreisfläche? 

58. Eine Art von Spitzbogen entsteht, indem man ans den 
Grenzpunkten einer Strecke r Kreisbögen mit dieser Strecke als Halb- 
messer zieht. Wie grofs ist a) der Umfang der Figur? b) ihr Inhalt? 

59. Von den Grenzpunkten eines Halbkreises aus werden über 
diesem und zwar mit seinem Durchmesser als Halbmesser Bögen ge- 
zeichnet bis zu ihrem Schnittpunkt. Wie grofs ist a) Umfang, b) In- 
halt der Bogenfigur? 

60. Eine Kreisfläche soll durch Kreise vom selben Mittelpunkt 
a) in n gleiche Teile geteilt, b) in 4(«) solche Teile geteilt werden, 
dafs diese, von innen ans gerechnet, das Verhältnis a : ß : y : d zu 
einander haben. 

61. Wenn man bei einem einbeschriebenen regelmäl'sigen a) Drei- 
eck, b) Viereck, c) Sechseck je über einer Seite als Durchmesser nach 
aufsen einen Halbkreis beschreibt, wie groJ^ ist die entstehende mond- 
förmige Figur? 

62. a) Durch die Grenzpnnkte einer Strecke seien zwei Kreis- 
bögen mit den Halbmessern r und r^ auf einerlei Seite der Geraden 
beschrieben; die zii der Sehne gehörigen Mittelpnnttswinkel seien « 
und «j. Welchen Inhalt hat das entstandene Möndchen? 

b) Man weise nach, dafs dieser Inhalt gleich der des Vierecks 
der vier Halbmesser nach den Grenzpunkten der Sehne ist, wenn 

r,^ : r^ = a : a^. 

c) Man berechne den Inhalt für den Fall, dafs dieses Verhältnis 
= 1:2 und aiifserdem r^ gegeben ist. 

63. Berechne den Inhalt der Figur (Arbelos = Schusterkneif), 
welche in Nr. 23 zwischen den Halbkreisen liegt. — ■ Wann hat im 
Fall zweier eingezeichneten Halbkreise der Inhalt der Figur seinen 
gröfsten Wert? 

64. Auf einer Strecke AD = s liege eine Strecke BC = t. 
Beschreibe über AB und AC Halbkreise nach der einen, über BD 
und CD Halbkreise nach der andern Seite, Wie grofs ist der Inhalt 
der entstehenden Figur (Pelekoid = beilfiirmige Fläche)? — Ist der 
Inhalt abhängig von der Lage von fi von der Gröfee von t7 ■ — Wie 
verhält sich der Inhalt zum Inhalt des Kreises über AD als Durch- 
messer? — Wie läfst sich hiernach der Inhalt durch entsprechend 

" ! Halbkreise in 2, 3, n Teile s " 
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Funktionen spitaer Winkel (Kap. 10). 



Aufgaben zum zehnten Kapitel. 

XVI. Die Fnnktionen spitzer Winkel, 

(Ohne Yerwendung von Logarithmen.) 

1. a) Zeiolme einen Winkel « = 37", ziehe zum einen Seheükel § 
zwei Senkrechte und finde durch Messen von Strecken und durch i-^" 
Teilen zweimal den (annähernden) Wert von sin a. Vergleiche die 
Werte mit einander und mit dem in der Sinustafel enthaltenen Wert 
von sin 37". 

b) Ebenso für a = 4V, 33«, 64», 76". 

2. a) Zeichne von demselben Punkt aus neun Strahlen mit 
Zwisohenwinkeln von je 10"; ziehe zu den entstandenen Winkeln von 
10", 20", . , , 80" beliebige Gegenkatheten, miCs diese und die zu- 
gehörigen Hypotenusen und berechne (annähernd) sin 10", sin 20", . . . 
Vergleiche dann die gefundenen Werte mit denen der Sinustafel, 

b) Durchschneide die Strahlen mit einem aus dem Strahlpunkt 
beschriebenen Kreisbogen, dessen Halbmesser = 1 dm, benutze die 
Strahlstrecken als Hypotenusen, bestimme die Gegenkatheten der Winkel 
in Decimetermafs und berechne sin 10", sin 20", .... 

3. Eine 4 m 80 cm lange Leitei werde auf wagrechtem Boden 
schräg an ein Haus gestellt, so dafs ihr oberer Endpunkt 4 m 30 cm 
über dem Boden ist. Wie gioLs ist ihi Neigungswinkel am Boden? 

4. Eine gerade gleichmalsig ansteigende 2 km lange Strafse führt 
auf einen 80 m hohen Hügel Untei welchem Steigungswinkel ist 
die Strafse gebaut? 

6. Bilde die der Aufgabe 4 entsprechende Aufgabe für die ge- 
neigte Schreibfläche einer Schulbank. 

6. Unter welchem Neigungs'winkel ist eine Treppe angelegt, die 
aus Stufen von je 16 cm Hohe und 30 cm Tiefe besteht? 

7. Zeichne mit Benützung der Sinustafel (ohne Winkelmesser) 
einen Winkel von a) 20^"; b) 61"40'; c) 4"; d) 1|". 

8. Eine 5 m lange Stange werde auf wagreehtem Boden unter 
einem Neigungswinkel von 70" an eine Mauer gelehnt. Wie hoch 
ist ihr oberes Ende über dem Boden? 

9. Die eine 25 cm lange Hälfte eines Wagbalkens dreht sich 
abwärts um 3"; wie viel senkt sich dabei der Endpunkt? 

10. Eine geradlinige Strafse führt 800 m weit gleichmalsig unter 
2" und dann 550 m weit unter 3" steigend aufwärts. Wie hoch liegt 
ihr Endpunkt über der Wagrechten des Anfangspunktes? 

11. Eine 3 m 20 cm lange Doppeileiter wird an dem wagrechten 
Boden um 72 cm gespreizt. Welchen Winkel bilden ihre beiden 
Teüe mit einander? 
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218 Punktionswerte (ohne Logar.) (Kap. 10). XVI. 

] 13. Wie grofs ist die Seite (der Umfang) des in einen Kreis 

vom Durchmesser 1 m einbeschriebenen regelmäfsigen a) Öecks? 
b) ISeeks? e) 25eeka? 

13. Wie viele regelmäfsige Stemneunecke giebt es? Wie grol's 
ist die Seite eines jeden? 

14. Einem Kreis, dessen Halbmesser 50 cm ist, sei ein regel- 
mäTsiges 40eck einbesehrieben. a) Wie grofe ist dessen Umfang? 
b) Um wieviel ist dieser kleiner als der Xreisnmfang? 

16. Welchen Inhalt hat ein regelmäfsiges a) 20eck, b) 30eek, 
e) 40eck, das einem Kreis vom Durchmesser 10 cm einbeschrieben ist? 

16. In einen Kreis vom Halbmesser r (= 6 cm) sei eine Sebne 
gezeichnet, deren Länge a) = fr, b) = ^r, c) = l|r ist. Welchen 
Inhalt haben die jedesmal entstehenden beiden Kreisteile? 

.] 17. Berechne für Aufgabe 1 den cosk. 

18. Berechne gemäfs Aufgabe 2 die einzelnen Werte von cos«; 
vergleiche sie mit den Werten der Cosinustafel. 

19. Eine 4,4 m lange Leiter sei auf wagrechtem Boden schräg 
an eine Wand gestellt; ihr Pufspunkt steht 1,65 m von der Wand ab. 
Unter welchem Neigungsvfinkel ist die Leiter angestellt? 

ÜO. Ein schräg abwärts über einen Flufs gerudertes Boot kommt 
nach einem | km betragenden Weg 453 m unter der Abfahrtstelle 
ans Land. Unter welchem Winkel gegen das Ufer bewegte sieb daa 
Boot voran? 

21. Zeichne mit Benützung der Cosinusfcafel einen Winkel von 
a) 57"; b) 28"; c) S6°. 

22. Von einem Punkt aus gehen nach einer Gferaden die Senk- 
rechte und eine Schiefe, jene 82 mm, diese 125 mm lang. Welchen 
Winkel bilden beide Strecken mit einander? 

23. Zwei Halbmesser eines Kreises bilden einen Winkel von 
146*; die Berübi-enden in ihren Endpunkten treffen einander 225 cm 
Tom Mittelpunkt entfernt. Wie grofs ist der Dnrcbmesser des Kreises? 

24. In zwei Punkten gleicher Höhe Ä und B sind die End- 
punkte eines 24 m langen Seiles befestigt; dieses ist in der Mitte be- 
schwert und hat sich hier von der Geraden ÄS aus um 84 cm gesenkt. 
Welchen Winkel bilden die beiden Seilbälften mit einander? 

25. Eine Kreissehne von 65,8 cm bildet mit den Halbmessern 
nach ihren Grenzpunkten Winkel von 20". Welchen Durchmesser hat 
der Kreis? 

26. In einem rechtwinkeligen Dreieck sind die Seiten a, b, c ge- 
geben, nämlich: a) 3, 4, 5; b) 5, 12, 13; c) 4,8, 5,5, 7,3; d) 2m, 
M^ — v^, u'^ -^ V^. Wie grol's sind sin«, cos«, smß, cos^? 

2J. Der Sinus eines Winkels ß sei a) l; b) ■^■^■, c) , , -• 
Wie grofs ist der Cosinus desselben Winkels? 
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28. Der Coamus eines Winkels y sei a) {\-^ b) ^^;_! j-; [g 35.] 
c) ^ 7^ j — - ■ Wie grofs ist der Sinus desselben Winkels ? 

29. a) Berechne für die Angaben der Aufg. 1 den Wert von tg ft. % sß- 

b) Ebenso ist für die Angaben der Aufg. 2 der Wert toh tg k zu be- t*^ "1 
rechnen und jedesmal mit der Angabe der Tangenstafel zu vergleichen. 

30. Löse Aufgabe 6 mit der Tangenatafel. 

31. Die Seiten eines Rechtecks seien 55 und 88; welche Winkel 
bildet eine Eekenlinie mit den Seiten? 

32. a) Unter welchem Winkel müssen die Sonnenstrahlen ein- 
fallen, damit ein 1,76 m hoher aufrecht stehender Mensch einen 
Schatten von 10 m Länge werfe? 

b) Li einem griechischen Lustspiel {von Aristophanes) wird ein 
Mann zu einem Abendessen eingeladen für die Zeit einer lOfüfsigen 
Schattenlänge. Wie hoch stand die Sonne um diese Zeit, wenn die 
Höhe des Menschen 6^mal so grofs ist als sein Fufs? 

3S. Wie vielmal so grofs, als die Bäiune, sind „der Bäume gigan- 
tische Schatten", wenn die Sonne noch 4" hoch steht? 

34. Berechne aus den Angaben der Aufg. 27 den Wert von tg^. 

35. Ebenso tgy aus den Angaben von Anfg. 28. 

36. Welche Gröfse hat im Ki-eis vom Durehmesser 20 cm die 
Seite des umbeschriebenen regehnäfsigen a) lü-seits? b) 18-seits? 

c) 24-seits? 

37. Der Umfang eines Kreises beträgt 100 m. Welchen Um- 
fang hat das umbeschriebene regelmäfsige 50 seit? 

38. Der Inhalt des einem Kreise umbe sehrieb enen regelmäi'sigen 
9-seits beträgt = 81,9 qcm. Wie grofs ist der Inhalt des Kreises? 



39. Berechne cotg« aus den Angaben in Aufg. 1 und 2. [co 

40. Löse die Aufgaben 31, 32, 33 mit Benützung von Cotangens 
eines Winkels. 

41. Es sei gegeben: a) sin« = 0,8; b) eos« = s:l/l +5^; 

f ) tg a == — Man soll stets cotg a berechnen. 

42. Wenn sin« = j\ ist, welchen Wert haben die übrigen 
Punktionen des Winkels «? 

43. Wenn cos^ = ^y2' — "|/2 ist, welchen Wert haben die 
übiigen Funktionen des Winkels ^? 

44. Man soll die folgenden Ausdrücke so umformen, dafs sie 
nur noch eine Winkelfunktion enthalten, nämlich: 
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220 Funktionen beliebiger Winkel (Kap, 10). 

[§ 36.] a) nur sin«: 

sin « . eos^ «, J^^, ,0,7.1s. ' — coi^^ 

b) nur cos «: 



c) nvir tg 
r+"ootg« 



■^„- ' <^otg« + - 



XVII. Funktionen eines beliebigen Winkels. 

1, a) Bestimme Punkte, deren Koordinaten in mm gegeben 
sind, nämlich: 



Punkt 


1. j 2. 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 


Abseiase 


+ j - 9 


— 9 


+ 9 


— 16 


— 6 


— 15 


Ordinate 


+ 15J +15 


— 15 


— 16 


+ 6 


+ 18 


-12 



b) Bestimme mit dem Winkelmesser die Winkel, welche die nach 
diesen Punkten gehenden Strahlen mit der positiven Richtung der 
Axe bilden. 

2. Zeichne von einer Axe aus Winkel von 70", 136«, 208", 283", 
trage auf jedem Fahrstrahl vom Nullpunkt aus 30 mm ab und be- 
stimme die Koordinaten des Endpunktes. 

3. In welchem Viertel sind die Abscissen und Ordinaten a) positiv 
und negativ? b) negativ und positiv? c) negativ und negativ? 

4. Welche GrÖfse haben die einzelnen Funktionen der Winkel, 
welche die nach den Punkten in Nr. 1 gehenden Fahrstrahlen mit der 
positiven Richtung der Axe bilden? 

5. Welches Vorzeichen hat jede der folgenden Uröfsen? 
a) sin 150" b) cos 105« c) sin 252" di tg 120" 

cos 240" cos 300" cos 144" cotg252" 

sin 108" sin 337^" cos 352" tg 330" 

e) cotg205" f) tg 315" g) cos 199" 24' 

cotgl65" coig 157^0 tg 333" 19' 

tg 234" tg 135" ain283"50'. 

6. Welchem Viertel gehört ein Winkel an, dessen a) sin und 
cos negativ? b) cotg und sin negativ? c) cos imd tg negativ? 
d) sin positiv und tg negativ? e) cos negativ und cotg positiv? 
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?. Man soll die drei übrigen Funktionen des Wintek — finden [§ 3?.] 
aus der Angabe, dafs: 

d) (!0tg|~-(2+l/2). 

8. stelle die Werte der Funktionen eines Winkels, jede durch 
jede andere ausgedrückt, üb ersieh tlici. zusammen. 

9. Es sei; 50 ■ sin^« -j- 75 - sin« = 63. a) Wie gi'ofs ist sina? 
b) Welchen Wert haben die drei andern Funktionen desselben 
Winkels «? 

10. Wie grofs sind sin und cos eines Winkels, wenn sich: 

a) der ergtere zum letzteren wie 1 : Y^ verhält? (Wie grofs ist 
der Winkel selbst?) 

b) das Quadrat des ersteren zu dem des letzteren wie 1600 : 81 
sich verhält? 

11. In einem Halbkreis, dessen Durchmesser 1 ist, bilde eine 
Sehne mit dem Durchmesser den Umfangswintel a. Man ziehe die 
zu diesem Umfangswinkel gehörige Sehne, sowie die Berührenden in 
den Oi-enzpunkten des Durchmessers und verlängere die Sehnen bis 
zu ihren Schnittpunkten mit den Berührenden, a) Man drücke alle 
Strecken der Figur in Funktionen von « aus. b) Man leite die 2u- 
sammenhangs-Gfleichungen der Funktionen von « aus dieser Figur ab. 

12. In einem Kreis, dessen Halbmesser 1 ist, möge der Winkel 
zweier gegengerichfceten Halbmesser MA und MC in drei beliebige 
Teile k, (5, y geteilt sein. Man ziehe die Berührende in A, verengere 
die Sehenkel von ß bis zu dieser Berührenden, errichte im Schnitt- 
punkt des ersten dieser Schenkel die Senkrechte zu diesem bis zum 
zweiten Schenkel und von hier die Senkrechte zur Berührenden, 
a) Man drücke alle Strecken dieser Figur in Funktionen der drei Winkel 
aus. b) Man zeige, daTs tg « + tg ^ + tg y = tg a tg ^ tg y. 

13. Die Richtigkeit der folgenden (identischen) Gleichheiten ist 
zu erweisen: 

a) y{l + cos «) (1 — cos a) = sin«; 

b) cos a : yi — sin « = "j/l-f- sin u; 

e) (tg* y -j- cotg^ y -\- 2) ■ sin^ y ■ cos^ y = 1 ; 

„-, Bin d + tg d ■ s i » -, tg ai + 1 aiu a) -|- oos 3: 

*) i. - I . -^-^--^ ^ sm o ■ tg o; gl 7^ — -^ = -- ■ ; 

' cotg tf 4- 1 : sin (S ° ' *' tg a,' — 1 sma;— cosic' 

h) 1 : cos^K — cos^« = sin'*« -|- tg^«; 

i) (sinr -|- tg?i) - (cos« + cotg») = (!-{- sinv) ■ (1 -f- cos ??); 
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222 Urawandlungeu von Funktionen (Kap. 10). XVII, XVIIL 

] k) sin^ a ■ tgß + cos^a ■ eotgK + 2 ■ ain « ■ cos cc^ ig a + cotga; 

1) 2 ■ (sin^jS + cos^^) — 3 ■ (sm*j5 + C0s*/3) + 1 = 0; 
m) sin j. . (1 + tg y) + cos !■ ■ (1 + cofcg y) = -j^— + -^-^ ■ 

14. Es ist z. B. 8iii250<' = — sin 70" = — co8 20". 

Drücke ebenso in zweifacher Weise die folgenden Funktionen 
durch solche von Winkeln des ersten Viertels aus: 
a) sin 138»; b) eos257"-, c) tgSOl"; d) cotgl46"; 

e) äm26G'"2B'] f) eos277"42'; g) tgl23<'45'; h) cotg341*'58'. 

15. Es ist auch z. B. 

sin 250» = — sin 70» = — sin 110» = -f sin 290» = 

= — cos 20» = + cos 160« h cos 200» = — eos 340". 

Drücke ebenso in achtfacher Weise die in Nr. 14 angegebenen 
Punktionen aus. 

16. Für welchen Winkel eines andern Viertels hat jede der 
folgenden Funktionen denselben Wert: 

a) sin 28»; b) cos 76»; c) tg82»; d) cotgl2»; e) sin 238»; 
f) cotgl70»; g) tgÖl"; h) eos328»; i) sin«? 

17. Wie lassen sich die Funkfcionen der folgenden Winkel als 
Funktionen spitzer Winkel ausdi-öcken? 

a)395»; b)449»; c) 487»; d) 567»18'; e) 700»; f) 61 8» 24'; g) 1000». 

18. Bestimme mit Hilfe der in § 30 und 31 gegebenen Werte 
die Punktionen TOn 



a) 120», 210», 300»; 
d) 108», 198", 288» 
g) 144», 234», 324" 
k) 105", 195», 285" 



b) 150", 240», 330»; c) 135», 225», 315»; 

e) 165", 255», 345»; f) 126», 216», 306«; 

h) 112^", 202^», 292^»; i) 157|", 247f, 337^; 
1) 165", 255», 345». 



XVm. Punktionen zusammengesetzter Winkel. 

t. 1. Berechne sin (« + (3) und CQs(a + ß) für a) -5C « = 60", 

^ = 30»; b) « = 45», ^ = 30». — c) Entsprechend berechne die 
Funktionen von 105», 120», 150». 

3. Es soll die Formel für cos (c; -f~ /3) aua dem Werte von 
sin (a -j- ß) allein durch Rechnung gefanden werden. 

3. Mit den Formeln IV und V (S. 142) soll man die E)-geb- 
nisse in § 38, 1 erproben. 

4. Man soll die folgenden Werte durch Funktionen der ein- 
fachen Winkel ausdrücken: 
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Funktiojien zusammengesötzter Winkel (Kap. 10). 
i (1 ' ' cos « ■ ctift h ' ' 



0) 






233 
" (»-'') ■ [§ 39.] 



n(o- 



t} sin (ff -|- ?>) ■ sin (d — t) ; 
- cos (ß — V) ; 



g) cos (ff + fc 

h) teile nocli die Werte von t) und g) dnrcli cos" tt ■ cos^ 6 und 
vereinfaclie sie möglicliat; 



i); 



.(»-»)• 



t) 



(oo.« + i>)' 



1) sin=(o + i) + cos'(o — 6). 



5. Zu welchem Ergebnis führt die Formel für eos (ß — ß), wenn 
a) siiia = 8infj und zugleich cosK = cos/J ist? 

Zu welchem Ergebnis führt die Formel für cos (« — /i) , wenn 



b) 



sm « = — ai 



und zuffleick 



ist? 



6. Beweise die Richtigkeit der folgenden Fonneln: 

a) sin (k — A) • cos k -\- cos {y, — 1) ■ sia A = s 

b) coe (% — A) ■ cos k — sin (« — A) ■ sin A ^ c 

c) sin (« + ^) ■ C08 « — cos ()t -|- A) ■ sin « = s 

d) cos (x -f- i) ■ cos K -\- sin (« -j- A) • sin x = cos A; 

e) cos (k + A) • sin k — cos (m + ^) ■ sin (i = sin (k + A) ■ cos A 

— sin(3c + (i) ■ cos(i. 

7. Berechne die Sinus- ond Cosinuswerte der Winiiel 

(K + i + fi), (« + A-fi), (x-A^-^) 
io Funktionen der Winkel x, A, ft. 

8. Berechne tg (« + /S) und cotg (k + fJj für a~) tg « = ^ , 
tg/i=',; b) tg« = 0,2, tg,3=10; e) tgß = i, tg/3 = 1. 

sollen die in § 39, 2 abgeleitet 



9. Aus den Formeln in § 39, 
werden. 

10. Für den FaU, dafs ^ (« + j^ + y) = 
Gleichheiten nachzuweisen: 



■■^Jt, sind die folgenden 



a) tge!-j-tg^ + tgy = tgß-tgj3-tg]'; 

b) cotg y + cotg -^- + cotg -^- = cotg l- ■ cotg I ■ cotg |- ; 

c) 1 — 2 . cos K . cos /3 . cos )/ = cos^ et, -f- coa^ |3 + cos^ y; 

d) cotg ß + ~ j^^^'i— = cotg ^ + ^i„^'"^j„y = cotg y + --y"-^- ■ 

11. Man soll die folgenden Funktionen durch Funktionen der 
einfachen Winkel ausdrücken: 
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■>)t 


2 
nä«' 




^en K wischen 
l + siiL3« 


verscl 
— 2- 


1. Funktionen 


(Kap. 10). 

<■) T-l 
h) lg2« 


> 
l2a 


C0tg2„; 


^ + ™ 




■cotg: 





12. Es ist zu beweisen, dafs: 
a) (cü3— + sin -1^1+ sin«. — Hieraus: 



b) 2 ■ sin " = 1/1 + sin « — yi - 



2-cos^ =yi4-sina + )/l~sin«. 

Berechne hiermit sin 15** und cos 15", sowie sin 9" und uos 9". 

c) (sin« + cos« -j- l)(sinK — 1 + cos«) ^ sin 2«; 

d) (sin K -f- cos «) (cos « — sin «) == cos 2a- 

e) cotga — tgß ^ 2 ■ cotgS«; 

'^)^^"=<'«tg«.(i+tg«). 

i) 2 .sin^ß ■ sin^/3 + 2 ■ cos''« ■ cos^(5 = 1 + cos 2« - coa2j3. 

13. Beweise die Richtigkeit der folgenden Gleichheiten: 

a) 1 + sinK==2cos^(45''— y); b) l — sin « = 2sin^ (45" — -|-) ; 
c) tg(45" + y) - tg(45«- y) = 2- tgäy. 

., l-tg'(45" -y)_ 
•^J l + tgniöo + y)-^"^^''- 

14. Berechne aus Aufgabe XVI, 4a u. 43 die Funktionen von 
2« und 2ß. 

16. Wie grofs ist: a) sina^, wenn tg- ^Y'd — 2? 

b) cos 105", wenn sin 210" = — ^? c) sin x und cos x, weini 
tg2a; V^ 

16. Berechne die Punktionen von 3« und 4« ausgedrückt durch 
Werte des einfachen Winkels a. 

17. Beweise, dafs: 

aj sin^ a ^ I sin a — | sin 3«; b) cos' « = f cos « + J coa 3«. 

18. Für =^«=18* ist sin2a = cos3ß. Entwickle diese 
Gleichheit in Funktionen des einfachen Winkels «. 
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X\'jn. Beziehungen der Funktionen 

19. Verwandle in Produkte vi 
a) sin 90« + sin 30"; b) sin 60"- 



i-Bcli. Winite! (] 



, 10). 



225 



Punktionen die Äusdriiclce: [§ 89.] 
sin 30"; c) cos 75o + cos45''; 
d) cos 42*> — eos7S"; e) sin 120" — sin 60"; f) cos 105"- 
g) sin 135"+ sin 45"; h) cos 240"— cos 120"; i) ''" *^I1 



- cos 15"; 



+ 3 



20. 



^)i 



50°30' — cos ICSO 
dafs für irgend zwei "Winkel (a + b) und (a — b) 
das Verhältnis aus a) der Summe und dem Unterschied der Sinus, 
b) der Summe und dem Unterschied der Cosinus, c) der Summe der 
Sinus und der Summe der Cosinus, d) der Summe der Sinus und 
dem Unterschied der Cosinus jener Winkel den Wert: tg a : tg b, 
cotg a ■ cotg 6, tg a, cotg b hat. — Beweise femer, dafs: 



f) tg(a + b) 
y eines Drei 



a 2b 



iecks ist (vgl. Nr. 10): 



31. Für die Winkel k, 

a) sin2« + sin2^ + sin2)' = 4 ■ sin« ■ sinji^siny; 

b) cos a + cos (3 + cos j- = 1 + 4 ■ sin -^ ■ sin ^ ■ sin ~ ■ 

Andeutung zu a). Wende auf sin2a + sin2^ Formel VTII 
(S. 145) an und setze sin 2y = ~ 2 ■ ain y - cos (« + ,3). 

Andeutung zu b). Wende auf cos « + cos /S Formel VIII au 
und setze cos y = 1 — 2 ■ sin^ -|- ■ 

22. Die Formel: 2 sin k cos ^ — sin {a — f) = sin (k + {i) soU 
abgeleitet und benutzt werden, um, wenn 

cos 3" = 0,99863, sin 4" = 0,069756, sin 1" = 0,017452 
gegeben, von 4" an die sin der Winkel von 3° zu 3" zu berechnen. 

23. Ea seien cos 1"= 0,99985, sin 30" = 0,5, sin 29"= 0,48481 
gegeben; es sollen die sin von 28", 27*, 26" der Reihe nach berechnet 
werden mit der Formel: 2 sin« cos (3 — 9ui(a + (3) = sin(« — ^), 



24. Die sin und cos der Winkel seien bis 30" j 

sollen die Formeln: 

sin (30" + «) = cos k — sin (30" - 
cos (30" + «) = cos (30" — «) — s 

abgeleitet und benützt werden, um sin und cos f 

berechnen. 



Es 



aerer Winkel zu 
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Gebrauch der Tafein {Kap, 10), 



XIX. irbiiiigeii im Getpanclie der TaMii. 

A. Aufsuchen der Funktionen (und ihrer liogarithmen) 2U 
gegebenen Wlniieln. 

1. sin 30"; sin 72"20' 13. sin 21''43'= 0,37 00 

2. »OS 63"40'; cos 84"30' lt. I)g 62",')4'— 1,9542 
S. tg 46°20'; tg 65"40' 15. cos 74" 7'=0,2737 
4. cotgS^lC; cotg58"10' 16. cotg 43''52'= 1,0404 



5. lg sin 5«40' 

6. Igtg 32"50' 

7. lg cos 43"20' 

8. lg cotg 30" 10' 

9. lg cos 67"20' 

10. Igtg 84«40' 

11. Igsin Ö3"30' 

12. Igcolg 10"30' 

25. Igsin 77"17' 

28. lg cos 57°S8' 

31. Igtg 162"37' 



— 2,99 45 
= 1,8097 

— 1,86 18 

— 0,23 m 

— 1,58 59 
= 1,02 99 
= 1,9052 

— 0,73 20 



17. Igsin 28°ir~ 1,67 42 

18. Igcos 26"63'— 1,9603 

19. Igtg 44"17'— i,9891 

20. lg cotg 4" 2'— 1,15 27 

21. Igtg 57"26'= 0,1947 

22. Igcos 78"43'-.i,2915 

23. lg cotg 45" 2'= 1,99 95 

24. igsin 87" 59'— 1,99 97 



26. Igtg2"39' 
29. lg sin 100" 
33. lg cotg 9.3" 8' 



27. Igcotg4"5' 
30. Igcos 139» 
33. igsin 157"8', 



Aufsuchen der Winliel zu gegebenen Funktionen (und deren 
Logarithmen). 

(^ I = 40» oder 140") 
(6"40' oder 353»20') 

{44"30' oder 224".30') 
(6»30' oder 186"30') 

(^i— 191"10' oder ,348"60') 

(^i — 141"50' oder 321"60') 
42. cotgi.^ 3,2041 

46. tg j, 16,61 

47. cotg j — — 1,402 

48. sin j— 0,1507 
{^a;_16"38' oder 163"22') 
(^ ,« = 66»63' oder 304»7') 



36. 


sina: 


— 0,6428 


36. 


cos X 


— 0,99 32 


37. 


tgiB 


— 0,98 27 


38. 


cotga: 


— 8,77 69 


39. 


sini 


— — 0,19 37 


40. 


tga; 


_ — 0,78 60 


41. 


COSI 


— — 0,97 69 


43. 


sin y 


— 0,7294 


44. 


cotg 1/ 


— 0,17 33 


45. 


COS J/ 


— — 0,68 31 


49. 


Igsina; 


— 1,4667 


50. 


Igcosa; 


= 1,7489 
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XIX. XX. Goniometrisehe Qleiohungea (Kap. 10). 227 

51. lgeotgic = 0,5649 ('^a;= lö^H' oder = löö^U') [§ 40.] 

52. Igtga: = 1,Ö3 18 (^ a; = SS^IÖ' oder = 2G8"19-). 

53. Igsinx =1,2201 

54. Igtga; =0,29 99 

55. lgeotga; = i,5540 56. Igeoaa; = 1,83 74 

57. siiiic=f; 58.co3a;=H; 59. cotga; = — i^Vi 6*>- tg3;= Hä- 
XX. Bestimmung von Wiiiteln ans Gleicliungeii. 

1. sin tt - sin 72" = i p^. 2. sin 54" ■ sin a = i- §41. 

3. 008 54"- cos a=iy5. 4. tg 18» ■ tga = vT- 

5. tg« — tg60"'==2. 6. fcg« + tgG0° = 2. 

7. sinl8'' + sin« = ^]/5. 8. tgß + cotg« = 4. 

9. tg«-4^^— = tg54''. 10. tgy = l— cosK. 



11. 2 sin« =1/6(5"+ cos«). 12. sina+ tga= 1 +co8ß. 

13. cotgß — tg« = 2"|/3. 

14. cotg X = 2 ■ Qos X. 17. tga; + cotga; ^ 2, 

15. sina; + cosa: = 1. 18. 2 • sin^a; — 3-cos(r = 0. 

16. sin* a: -f" ^ ^ 2 ■ cos iT. 19. sina: = (!■ sin^ und tga^ = ft ■ tgj/. 
30. sin (x -{- y) — eos a; ■ sin y == eoa y. 

21. sin (a; -|- y) -{- cos{a; — y) ^ co9(a; + j'). 

22. sin X ■ sin(y — x) ^ a. 23. sin (x — y) ^^^ cos (a; + )/) = ^. 
24. tg(a; + f/)=p, tg(a; — 2/)=^. 25. sin2a; = 28ina:. 
26. sin 2a: = 2 cos a;. 27. »cotg2a: = 6(l + tga;), (a = fc oder 
ra = l/3'— 1, & = 1). 28. ffl(cotga: — tg3;) = feii|^ (ß = 6). 

29. Man Soli die Teile eines Winkels a bestimmen, wenn a) ihre 
Sinus, b) ihre Cosinus, c) ihre Tangens ein gegebenes Verhältnis haben, 

30. sin« + 101/3 cos a; = 5,5 1/3. 

31. 12,54sin«— l,32l/3cosK = 4,29. 
33. 27 sin a + 25 eos « = y2. 

33. sin tt 4- eos K = — ^ Y^. 

34. sinK — cosff= iV^. 

35. cos « — sin a = -^ j/ß . 
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Rechtwinkeliges Dreieck (Kap. 11). 



XXI. 



Aufgaben zum elften Kapitel. 
XXI. Das rechtwinkelige Dreieck. 

1. a) Wenn von den Stöcken a, h, c, k, ß eines rechtwinkeligen 
Dreiecks irgend zwei gegeben sind, welche und wie fiele Einzel- 
aufgaben kann es hiemach geben? 

b) Welche dieser Aufgaben ist unbestimmt? Auf wie viele ver- 
schiedene Aufgaben lassen sich die übrigen zurückführen? 

2 . In der folgenden Zusammenstellung sind je drei zusammengehörige 
Stücke eines rechtwinkeligen Dreiecks angegeben. Wähle beliebige zwei 
aus und berechne das dritte ohne Benützung von Logarithmen*). 



Nr. 


« 


b 


c 


» 


^ 


1. 


6 




10 


30" 


60" 


2. 


44 




55 


53« 10- 


36° 50' 


8. 




2,4 


8 


62" 30- 


17° 30' 


4. 




81,7 


96 


30" 40' 


59° 20' 


ö. 




8,37 


31 


74"20' 


15"40' 


6. 


116 




145 


53" 10' 


36"50' 


7. 


70,2 




135 


31"20- 


58" 40' 


8. 


1 


ö 




11"20' 


78"40' 


9. 


236 


94 




68" 10' 


21°60' 


10. 


23,4 


210,6 




6"20' 


83° 40' 


11. 


15 


3,6 




76°30' 


13"30' 


12. 


136 


86 




58" 


32" 



3. Wähle aus der folgenden Zusammenstellung pythagorei- 
scher Dreiecke {§ 29, lO Zus.) je zwei das Dreieck bestimmende 
Stücke aus, berechne die fehlenden und vergleiche die gefundenen 
Werte mit den in der folgenden Übersicht enthaltenen. 



Nr. 


a 


b 


c 


„ 


ß 


J 


1. 


3 


4 


5 


36"52' 


53" 8' 


6 


2. 


12 


5 


13 


67"23' 


22°37' 


30 


3. 


7 


24 


26 


16»16' 


73"44' 


84 


4 


12 


35 


37 


18« 55' 


71" 6' 


210 


D. 


140 


51 


148 


69°59' 


20" 1' 


3570 


6. 


115 


252 


277 


24»32' 


66»28' 


14490 



4. Wie grofe ist die Hypotenuse, wenn die Halbierende 
einen Winkeis von ii(P gleich 12 ist? 
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XXI. ReolitwmkeligeB Dreieck (Kap. 11). 229 

5. Ein Weg sei unter einem Steigungswinkel von 4^30' angelegt; [§ 42.] 
wie viel Procent Steigung hat er (d, h. auf je 100 Einheiten in wag- 
rechter Richtung)? 

6. Wenn die Katheten w ^ 16 und fi ^ 63 sind, wie grofs sind 

a) die Halbiereaden ihrer Gegenwinkel? b) die Teile von a, welche 
der Eekstrahl nach der Mitte von a bildet? 

7. Wie hoch ist ein auf einer Ebene stehender Turm, wenn er 
in einer Entfernung von 215 m unter einem Winkel = 12''23' er- 
scheint? (Von der Höhe des Beobachters ist abzusehen.) 

8. Ein Ort habe ^ geographisclie Breite. Wie grofe ist a) der 
Halbmesser seines ParaUolkreises? b) ein Längengi'ad aiif ihm? [Erd- 
halbm. == 6370 km]. — Beiap. für /3: a) 30*5' (Kairo); b) ÖS^SO' 
(Berlin); c) ÖO^SOV (Stockholm); d) 7inO' (Nordkap). 

9. Wie grofs ist in einem Kreis, dessen Halbmesser ^^ r ist, die 
Fläche zwischen zwei Sehnen, a) die von einem Punkt des tlmfanga 
ausgehen und mit einem Durchmesser die Winkel 45" und 36" auf 
den Gegenseiten (oder auf gleicher Seite) des Durchmessers machen? 

b) die parallel sind und je \ des Umfangs »wischen sich haben? 

10. Wie grofe ist die von einem Bogen und den Berührenden 
seiner Grenzpunkte begrenzte Fläche, wenn der Halbmesser =r und der 
Mittelpunktswinkel des Bogens = ^ ist? — Beisp.: r=24, (3= 135". 

11. Zwei geradlinige Schienengeleise würden sich in der Ver- 
längerung unter 108" schneiden; sie sollen durch einen Kreisbogen 
von 500 m Halbmesser verbunden werden, a) In welcher Entfernung 
vom Schnittpunkt mufs der Bogen beginnen? b) Wie lang wird der 
Bogen? c) Wie viele Quadratmeter Gelände werden zwischen dem 
Bogen und der Strecke seiner Grenzpunkte liegen? d) wieviel Ge- 
lände zwischen dem Bogen und den Verlängerungen der Schienen- 
richtungen bis zu ihrem Schnittpunkt? 

12. Der Venediger ist 3670 m hoch und liegt in der Mittags- 
linie von Venedig 100' (l^iO') nördlich von der Stadt. Es soll er- 
mittelt werden, ob es denkbar ist, dafs man von seinem Gipfel die 
Stadt sehen kann, indem man bestimmt a) wie hoch der Berg sein 
miifste, um bis in die Verlängerung der wagrechten Ebene der Stadt 
emporzuragen; b) wie grofs der Winkel zwischen der Lothnie des 
Berges und dem Erdhalbmesser nach dem Berührungspunkt der Be- 
rührenden ist, die von der Spitze des Berges an den Meeresspiegel 
geht. Der Erdhalbmesser ist 6370 km. (Benütze für sin 50* § 40, 8.) 

13. Wie hoch ist der Teil der Lufthülle der Erde, der noch 
merkbar das Sonnenlicht zurückwirft, wenn diese schon 16" unter die 
wagrechte Ebene des Beobachters hinabgesunken ist, während der 
letzte Wiederschein der Dämmerung bei dieser Ebene gerade ver- 
schwindet? [Erdhalbmesser = 6370 km.) 
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230 RechtwitiketigeB Dreieck (Kap. 11). 5X1. 

] 14. Der Gipfel des Pik von Teneriffa erscheint am Meeresspiegel, 

wenn man sich 222 km entfernt und 10 m über der Meeresflitche 
befindet. Welches ist die ungefähre Höhe des Berges? (Umfang der 
Erde = 40 000 km. — Benütze § 40, 8.) 

16. Wie lang ist ein nicht gekreuzter Treibriemen zu nehmen, 
der um 2 Räder laufen soll, deren Mittelpnnktsab stand 1615 mm und 
deren Halbmesser 989 und 571 mm betragen? — Wie lang müfste 
der gekreuzte Riemen sein? 

16. Die Spitze des Strafsburger Mnnstertnnnes. erscheint in einer 
wagrechten Entfernung von a Metern unter einem gewissen Er- 
hebungswinkel, und dieser verdoppelt (verdreifacht) sich, wenn man 
um h Meter näher herankommt. Wie grofs ist der Winkel? und wie 
hoch der Turm? d = 1 km; ö = 510,2 m (685 m). 

17. Wieviele Erdhalbmesser ist der Mond von der Erde ent- 
fernt, wenn ein Ort auf der Erde, wo der Mond gerade in wag- 
rechter Richtung steht, und ein Ort, wo er in lotrechter Richtung 
gesehen wird, um einen Bogen von einander entfernt sind, der 57' 
weniger als einen Rechten umfasst? (Benütze § 40, 8,) 

18. Aristarch von Samos (150 v. Ch.) sachte zn ermitteln, wie- 
vielmal weiter die Sonne als der Mond von der Erde entfernt sei, 
indem er zur Zeit, da der Mond uns gerade zur Hälfte beleuchtet 
erscheint, wenn also der Winkel Sonne-Mond-Erde ein Rechter ist, 
den Winkel Mond -Erde -Sonne mafs. a) Er meinte, dieser Winkel 
sei 3" kleiner als ein Rechter; welches wäre hiemach das Entfer- 
nungsverhältnis? — b) Wie grofs ist es dagegen, wenn thatsächlich 
jener Winkel nur 9' kleiner als ein Rechter ist? (Benütze § 40, 8.) 
— c) Wieviele Erdhalbmesser wäre hiernach die Sonne von der Erde 
entfernt, wenn der Mondabstand 60 Erdhalbmesser beträgt? — d) Wie- 
vielmal ist der Sonnenhalbmesser gröfser als der Erdbalbmesser, wenn 
ersterer unter einem Winkel von 16' gesehen wird? 

19. Man soll die fehlenden Stücke eines rechtwinkeligen Drei- 
ecks berechnen, wenn von ihm bekannt ist: 

a) ö + ?i = 79, ft=14n5'; d) « + 6+c=132, j3= 79»36'40"; 
h)a — b== 1, ^=46"24'; e)A,= 8, «=19''53'; 

c) c — a^ 7, a= 8" 0'30"; 

f) a : & = i : c; (es sind nur die Winkel zu berechnen.) 

g) = 2, K = 63''7'; 

h) = 15, ffl + & + c = 176, 

30. Man soll beweisen, dafs in jedem rechtwinkeligen Dreieck 
die folgenden Gleichheiten gelten: 

a) cotg- ■ = -—--; a') cos(« — /?) = sin2«; 
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XXI, XXn. GleiohschenkeligeB 


Dreieck (Kap, 11). 


2 


b) CT . cos « = 6 . cos ^ = c . 


cos« . 


oos/J; 




C; (6 + c).C0S« + (c + ct) 


.co»(! 


_o + 6 + »; 




d) «-■ b = (o — 6) . cotgY 


~(« 


-«). «otg-j 1 




e) 2.c,cos^| = c+ß; 




t) 2.<!.siii'| — c 


— «; 






h) y .cotg/5:sin2« 






+ 1' 




i) O+S-.C1/2C0S--J-; 




t) 1.-S-C1/25 


n"^' 



31. Sind a,h,c-and. ai,Öi,(^i die Seiten zweier pythagoreischen Drei- 
ecke, so erhält man ein neues aus (ah^ -\- ba^), (pb^ — a%), cCj; in 
diesem ist ein Winkel gleich der Summe der betreffenden Winkel in 
jenen Dreiecken (Vieta). Beweis. — Es ergeben sich ferner solche 
Dreiecke aus dem ersteren mit einem verdoppelten Winkel und den 
Seiten 2ab, {b^ — a^, c^, mit dem dreifachen Winkel (iab^ — a^), 
(Sa^b—b^, c\ dem Yierfachen Winkel {Aab^'^^.a!'})), ih*'—%a'b^+a% 



XXII. Das gleieiisclienkelige Dreieck und regelmäfsige Vieleck. 

1. Im gleiehschenkeligen Dreieck möge a den Sehenkel, & die 
Grundseite und k den Winkel an ihr bedeuten. Man soU nun 
aus der folgenden Tafel zusammengehöriger Werte einzelne Aufgaben 
bilden und zwar je nachdem a) a und i, b) a und ß, c) b 
und ß, d) Ö und h, e) a und h, f) h und ß gegeben sind. 



Nr. 


. 


» 


« 


^ 


h 


J 


1, 


14,3 


11 


67»23' 


45" 14 


13,2 


72,6 


2. 


53 


66 


58" r 


63"47 


45 


1260 


3. 


IJ 


1,6 


61''56' 


56" 9 


1,6 


1,2 


4. 


1,13 


0,3 


82"22' 


15" 15 


1,12 


0,168 


5. 


96,5 


168 


29« 29' 


121" 1 


47,5 


3990 


6. 


233 


210 


63« 13' 


53"34 


208 


21840 


7. 


425 


832 


11»49' 


156"22 


87 


36192 



3. Der Winkel an der Spitze eines gleiehschenkeligen Dreiecks 
sei in drei gleiche Teile geteilt; in welchem Verhältnis stehen die 
Abschnitte der Grundseite? 

3. Eine Strecke erscheint, von einem Punkt ihrer Mittelsenk- 
rechten aus betrachtet, unier einem Sehwinkel cc, Yon einem um a 
näheren Punkte unter dem Sehwinkel ß. Wie lang ist die Strecke? 
— Beispiel: a = 17,3; -^ « = 13»; -^ J? = 27»3;y. 
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232 E«gelm. Vielecke u, Kreisteile (Kap, 11). SSII. 

\% 42.] 4, Wiö weit miifs mir Jemand a) den 2 cm breiten Finger, 

h) eine Stricknadel von 3 mm Dicke vom Auge entfernt halten, nm 
damit den Vollmond zu bedecken, der eine scheinbare Breite von 31' 
hat? (Benütze § 40, 8.) 

6. An einen Kreis vom Halbmesser r gehen zwei Berührende 
= t, welche einen Winkel = t bilden; der zugehörige Mittelpunkts- 
winkel sei y, sein Bogen ^ 6, die Berührungsaehne = s. Welche 
dieser Stücke müssen bekannt sein, damit man die übrigen zw be- 
rechnen vermag? — Man löse solche Aufgaben für die folgende 
Gruppe zusammengehöriger Werte: r ^ 20, i = 22,37, r ^ 82*'36', 
y = 97» 24', h = 34, s = 29,82. 

6. Eine Sehne und die mit ihr parallele Berührende, die durch 
die Schenkel des augehörigen Mittelpunkts wink eis begrenzt wird, ver- 
halten sich wie 3 : 5. Wie grofs ist dieser Winkel? 

7. Der Umfang eines regelmäfsigen a) Fünfecks, b) Neunecks, 
c) Fünfzehnecks betrage u (= 100); wie grofs sind die Eckenlinien 
des bezüglichen Vielecks? 

8. Albrecht Dürer giebt an, die Seite des einem Kreis ein- 
beschriebenen Siebenecks sei annähernd gleich der halben Seite des 
ein beschriebenen regelmäfsigen Dreiecks. Wie weit ist dies genau? 

9. Wieviele Milhmeter mufs der Halbmesser eines Kreises lang 
sein, wenn ein regelmäfsiges Neuneck von 10 mm Seite einbeschrieben 
werden soll? 

10. Der Umfang eines Kreises sei m (= 60); wie grofs ist der 
Umfang des ihm umbeschriebenen regelmäfsigen Siebenecks? 

11. Wie grofs ist der Inhalt eines regelmäfsigen Fünfecks, wenn 
dessen Eckenlinie = 6,8 ist? 

12. Welchen Inhalt hat ein Kreisabschnitt, wenn dessen Sehne 
= 7 und Höhe = 2 ist? 

13. Eine Kreissehne von der Länge 2s teile den dazu senk- 
rechten Durchmesser im Verhältnis von p : q. Wenn nun Jeder 
Grenzpunkt des Durchmessers mit den Grenzpunkten der Sehne ver- 
bunden wird, welche Winkel bilden die beiden Geradenpaare ? und in 
welchem Verhältnis wird die Kreisfläche geteilt, wenn 2s ^ 16 und 
p : g = 3 : 5 ist? 

14. Wenn ein Kreisausschnitt durch seine Sehne halbiert wird, 
welche Gleichung bestimmt den Mittelpunktswinkel? 

15. Beweise für das gleichschenkehge Dreieck die folgenden 
Gleichheiten (vgl. Aufg. XXI, 20): 

a) ö + 6 — i.oosa — a . cosß — 2« . cos w ^ 0; 

b) (2a-J).tg| = 6.tg|=^2p. 
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16. Wenn in einem Dreieck cos/3==^ — ^— , so ist dasselbe [§ 42.] 
gleichschenkelig. —- Andeutung: Benütae den Nebenwinkel von «. 

1 7. Wenn in einem Dreieck atga -\-l tg j3 = (ffi + 6) tg "'t , 
so ist -^ K = ß. 

XXIII. Übungen über die Hauptsätze des schiefwinkeligen Dreiecks. 

1. Wenn die Winkel eines Dreiecks a) 45°, 6(P, 75", b) 15», 45", § 43. 
120», c) 30», 60", 90» messen, welches Vertältnis haben diese Winkel? 
und die beaügliclieu Gegenseiten? (Probeweise Messung.) 

2. Wenn sich die Winkel eines Dreiecks verhalten wie a) 1:2:3, 
b) 2 : 3 : 4, c) 4 : 5 : 6, welche Gröfse haben die Winkel? und wie 
verhalten sich die Seiten? 

3. Wenn die Seiten eines Dreiecks das Verhältnis a) 2:3:4, 
b) 4 : 5 : 6, c) 3 : 4 : 6, d) 4 : 9 : 12 besitzen, wie gross sind 
dessen Winkel? Wie grols aber, wenn das Seitenverhältnis e) 1:2:3 
angenommen würde? 

4. Welchen Wert liefert der Cosinussatz für c^, wenn a) y = ^ i{, 
h) ^Y = iB, e) a = c ist? (Vgl. Aufgaben XHI, u.) 

5. Was gilt für den Winkel, wenn der Cosinussatz für eos « 
einen negativen Wert liefert? (z. B. für a = 9, fo = 5, c = 6). 

6. Der Sinussatz erscheint in drei Formen. Wie läjst sich, wenn 
zwei derselben angenommen werden, die dritte aus ihnen allein durch 
Kechnung ableiten? — Ebenso für die Sätze in § 43, 3 und i. 

7. a) Wie läfst sich unter Annahme des Sinussatzes und des 
Satzes von der Winkelsumme = 2jR der Satz der Abschnitte (§ 43, a) 
und der Cosinussatz allein durch Kechnung ableiten? 

Ebenso sollen je die beiden andern Sätze b) aus dem Satz von 
den S ei tenab schnitten, c) aus dem Cosinussatz abgeleitet werden. 

Andeutung zu a): Entwickle sin a = sin (/3 + y) und teile die 
Gleichung durch sin«. 

Zu b): Berechne aus zwei Formeln dieselbe Seite und setze die 
Werte gleich; — femer vervielfache die Werte für a, b, c mit a, b, c 
und bilde die passende Summe. 

Zu c): Aus eos a berechne sin — und cos -^ i^^d benütze § 39, 6, 
— ferner berechne b . cos y und c . cos ß 

8. Wie lassen sich aus der einzigen Aimahme der drei Glei- 
chungen: 

K + |3 -f- y = 2 JE, a : & = sin a : sin /?, c = a . cos (3 + 6 . cos a 
alle übrigen Formeln in § 43, ö ableiten? 

9. Löse die sogenannten Cagnoli'schen Gleichungen in § 43, 5 
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[§ 43.] nach a und b als Unbekannten auf und vereinfaclie möglichst. — 
Andeiitung: Beachte, dafs sin -|- = cos " "T '^ und cos -|- = ain^^-2■ 
10. Erhebe die Cagnoli'schen GHeicLimgen (§ 43, 6) in den 
zweiten Grad und zähle zusammen. 

11. Aus den Formeln für sin — und cos y ^" § ^^i ^> ^i^™' 
soU man a) den Satz sin^ k + cos^ « = 1 bestätigen, b) die Werte 
für sin«, cos«, tg« berechnen. 

12. Fällt man vom Schnittpunkt einer Wmkelhalbiei enden mit 
der Gegenseite eine Senkrechte auf eine der andern beiten, so ergiebt 
sieh auf dieser zwischen dem Scheitel und dei Stnkrecbten ein Ab- 
schnitt, der für alle Dreiecke ubei der Gegenseite der gleiche bleibt, 
in denen die Summe dei beiden andern Seiten (Fahr strahlen der 
Ellipse) unveränderlich ist. 

13. In jedem Dreieck gelten die Gleichungen: 

a) ?» cos ^ + c cos y i= « . cos (ß — y) , 

b) « (& cos y — c cos j5) = 6^ — tl 

(Geometrischer Beweis oder durch Rechnung,) 

c) (a -\- b) cos 7 + (i + c) cos« -|- (c + ra) cosj? = a -{- b -^ c. 

(Zuerst geometrischer Beweis.) 

d) l-tg|.tg|=^-,f^. 

e) tg« + tg/5 + tg)' = tg«.tg^.tg)'. 

(Geometrischer Beweis: Aufg. XVII, i3b). 

XXIV. Auflösung des schiefwmkeligen Dreiecks. 

I. Fall. 
S 4*, Es sollen die fehlenden Stücke eines Dreiecks berechnet werden, 

wenn gegeben ist: 

1. a = 56, ^/3 = 49»5T, ^ y = 68«20'. 

Erg.: b = 48,68; c = 59,1. 
3. 6 = 342,1, -t a = 18033', ^ j. = 51"20'. 
Erg.: ß = 110"7'; a = 115,9; c = 284,4. 
3. c = 0,99, •iCß= 100», <^ r == 32"50'. 
4,6 = 1, ^« = 29n', <^y = 54». 

5. Bei der Vermessung des Grofsherzogtums Baden (vgl. das 
Kärtchen) wurde im Nordwesten des Landes die Strecke Speyer- Oggers- 
heim = 19 759 m gemessen. Wenn nun auch die in der Nähe liegenden 
Punkte Calmit, Königstuhl (bei Heidelberg), Melibokus mit ihren An- 
fangsbuchstaben bezeichnet werden und wenn gemessen wurde: 
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^SOC= 62«3i', ^CSO =75"24-, -^SKO = 45''28', 
■^£05= 55«21', ^KMO = 46''25', ^MOK= 14:''b9', 
welche Entfernung haben irgend zwei Punkte von einander? 

6. Während die Sonne gegen Süden steht und ihre Strahlen 
einen Winkel a mit der wagrechten Ebene bilden, werde ein Stab 
sehnig in den Boden gesteckt, so dasa er gegen Norden geneigt ist 
und mit der Länge a hervorragt, a) Wie grofs ist die Sehattenlänge, 
wenn der Neigungswinkel des Stabes ß ist? b) Bei welchem Nei- 
gungswinkel des Stabes wird der Schatten am Ängsten? c) bei wel- 
chem am kürzesten? d) bei welchem gleich der Stablänge a'ü 

7. Ein Winkel ASB sei = 7(P20' und S^ = 41 m gemessen. 
Nun soll in Ä zu ÄS die Senkrechte J.Jf errichtet werden; ea geschieht 
dies mit einer ungenauen Kreuzacheibe, welche Winkel von 89" und 
91" giebt (statt 90"). Wenn nun die mit Benützung des ersten 
Winkels erhaltene Sehlinie auf SB in Q, die zweite Sehlinie in R 
einschneidet, wie grofs aind die Fehler NQ und NR'Ü — Autwort; 
NB = 6,256 m. 

8. In einem gleichseitigen Dreieck, dessen Seite ^ a, werde ein 
Winkel in drei gleiche Teile geteilt. In welche Teile wird hierdurch 
die Gegenseite jenes Winkels geteilt? 





II. Fall. 




Die 


fehlenden Stücke eines Dreiecks zu finden aus: 




9. 


Erg.: — 8,360; ^ u — 79°3'. 




10. 


o_7, h—W; ^j- — lOO». 




U. 


S = 79, c_101; *o_U9M2'. 
Erg.: «=156. 




12. 


»-.69,38, e_ 72,01, ^(3_68"r. 




13. 


a) In ein Balmgleis ABC mündet bei B ein ; 


iweites Grleis 


ein 


unter einem Winkel ABF — 32«20'. Wenn nur 


1 Ton B zwei 



FBe 

Züge ausgehen, der eine nach F zu, der andere nach A mit einer 
Geschwindigkeit von 12,5 und 14 m in der Sekunde, wie weit sind 
die Züge nach 4-^- Miauten von einander entfernt? 

b) Wenn aber der letztere Zug von B nach C hinfährt, wie 
lautet nun die Antwort? 

14. a) Wie lang ist A^B^ in Fig. 6 (S. 13), wenn 
-^S=14n5' und S^ = 65, SB = 93, ^J, = 13? 

b) Dieselbe Aufgabe ist für Fig. 23 (S. 23) zu lösen, nur dafe 
nicht AA^, sondern AB^ = 46,6 gegeben sei. 
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.] 15. In einem Parallelogramm sind die Eckenlinien und ihr 

Winkel gegeben: 38,70, 43,59, 123"45'. Wie grofs sind die Seiten 
und Winkel des Vierecks? 

16. In einem gleichseitigen Dreieck sei eine Seite in drei gleiche 
Teile geteilt und die Teilpunkte seien mit dem Gegeneck verbunden. 
Welche Winkel entstehen an diesem Uegeneck? (Vgl. Äufg. 8.) 

17. In einem Dreieek^_ist eine Seite dreimal so la-ng als eine 
andre und der eingeschlossene Winkel 40". a) Wievielmal übertrifft 
die dritte Seite die kleinste? b) Wie grofs sind die beiden andern 
Winkel? Jede Gröfse soll unmittelbar aus den gegebenen Stücken 
berechnet werden und dann c) sollen noch die 3 Gröfsen aus 2 For- 
meln abgeleitet werden, die die 3 Unbekannten vermischt enthalten. 

18. Von einem Kreispunkt aus gehen' zwei Sehnen .ÄB^^ 140,3 
(10,35) nndUC= 543 (14,14) und büden einen Winkel = 150" (60"). 
Welchen Winkel bildet die Berührende in A mit der Schnittgeraden 
BC? und wie grofs sind die Strecken der Berührenden und der 
Schnittgeraden? 

19. Von einem Viereck, dessen zwei gegenüberliegende Winkel 
(ah) und (cd) gleich seien, sind die Seiten gegeben = a, b, c, d. 
Wie grofs sind die gleichen Winkel? — Beispiel: a = 19, h = 21, 
c = 13,55, d = 24. 

Andeutung: Berechne die Eckenliiiie, die nicht durch die 
gleichen Winkel geht, zweimal und setze die beiden Wei-te gleich. 

III. Fall. 
Die fehlenden Stücke eines Dreiecks zu finden aus; 

20. a = 4, & = 5, c = 6. [Wie läfst sich zeigen, dafs 
^ah = 2.^bc ist?] 

Erg.: K = 41''25'; ß = 55H6'. 

21. « = 21, 6 = 17, c = 10. 23. «=75, 5=92, c = 29. 

23. « = 277, 6 = 373, c = 390. — Erg.: y = 72"2'. 

24. M = 70,85, i = 4,35, c= 71,44, 

25. a) Von drei Kreisen berühre jeder die beiden andern aus- 
schliefsend. Welche Winkel bilden die Mitteihnien mit einander? — 
r^ = 3,56; r^ = 5,009; r^ = 14,7. 

b) Wenn aber der gröfste der Kreise die beiden andern ein- 
schliei^end berührt, wie löst sich nun die Frage in a)? 

26. Zwei Kreise mit den Halbmessern r, = 13 mm und r^ = 7,6 mm 
haben einen Mittelpunktsabstand <? = 31 mm. Welchen Winkel bildet 
ein äufserer Ähiüichkeitsstrahi mit der Mittellinie, wenn sein bis zum 
kleinem Kreise reichendes kleineres Stück = 40 mm ist? 

37. Eine (wagrecbte) Strecke a werde von einem Punkt aus 
betrachtet, der von ihren Grenzpunkten um 6 und c entfernt ist. 
«) Unter welchem Gesichtswinkel erscheint «? ß) Unter welchem 
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Gesichtswinkel ersciieint aber die Strecke a, wenn sie von einem [§ 44.] 
ihrer Mitte gegenüberliegenden gleichweit wie vorhin entfernten Punkt 
aus betrachtet wird? — Beispiel: a = 5, 6 = 7, c = 9. 

28. Wie grofs sind die Winkel (und Eckenlinien) eines Trapezes, 
dessen Parallelseiten sind a = 19, c = 4,5 und dessen andere Seiten 
sind & = 15, «; = 7,8? 

IV. Fall. 
Die fohlenden Stücke eines Dreiecks zu finden aus: 
39. a=lD, _ b= 13, « = 67". 

Erg.: ^ = 52'>55' oder =? 

30. i = 203, c = 245, y = 96»24'. 

31. c = 17, a=12, « = 28". 
Erg.: 6 ==23,97 oder 6,047. 

32. ffl = 573,9, 6 = 499,1, -^ « = 97"38'. 

33. c = 35, « = 26,98, ^ a = 49040'. 

34. Von der Spitze eines gleiche ehenkeligen Dreiecke, dessen 
Schenkel == s, aei nach der Grundseite eine Strecke = t gezogen, 
welche mit ihr einen Winkel t bildet. Wie weit ist der Endpunkt 
der Strecke t vom Grenzpunkt der Grundseite entfernt? — ■ Beispiele: 
1) s = 19, i = 32, ^r = 31M2'; 2) s=19, t=lQ, ^1 = 31042'. 

35. In einem Kreis vom Halbmesser r sei eine Sehne s und 
in deren einem Grenzpunkt die Berührende gezogen. Wenn vom 
andern Grenzpunkt von s aus nach der Berührenden hin eine Strecke 
= V abgeti-agen wird, welche Strecke wird vom Berührungspunkt 
aus auf der Berührenden begrenzt? — Beispiel: 

r = 6; S = 8,9; i? = 7,04. 

XXV. Rereclinniig des Inhalts und weiterer Stücke im Dreieck. % 45. 

1. Berechne die Inhalte der Dreiecke in XXIV, 1— 4; 9—12; 
20—24; '29—33. 

2. Es sei der Inhalt eines Dreiecks J= 1537 gegeben und: 

a) a = 82,5 und h = 70,09; 

b) a = 46 und <^ « = 34058'; 

c) <^ a = 22"29' und ^ß= 105« ; 
man soll die fehlenden Stücke des Dreiecks berechnen. 

Andeutung au a); Zeige auch durch Zeichnung, dafs zwei Drei- 
ecke möglich sind. 

Andeutung zu b): Berechne b-c und b^-\-c' und hieraus (b -j- c) 
sowie (b — c). 

3. Wie läfst sieh aus Formel XIV (§ 45, 1) ableiten, welches 
Dreieck bei zwei gegebenen Seiten den gröfsten Inhalt hat? 
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] 4. Welche Pormel erhält man, wenn man Formel XIV {S. 165^ 

in dreifacher Weise ansehreibt, wenn man dann zwei Ausdrücke mit 
einander vervielfacht and das Produkt durch den dritten teilt? 

5. Wie leitet man den Satz in § 26, i aus Formel XIV ab? 

6. Wie l'äfat sich der Inhalt eines Vierecks durch seine Eeken- 
Unien d und e und durch den von ihnen gebildeten Winkel q> aus- 
drücken ? 

7. a) Man soll den Inhalt eines Parallelogrammes durch zwei 
anstossende Seiten a und b und den von denselben eingeschlossenen 
Winkel y ausdrücken. 

b) Dasselbe für eine Kaute mit a und y. 

8. Welche Qröfsen haben die Eckenlinien einer Haute, wenn 
deren Inhalt J und eine Seite a bekannt sind? — Beispiel; J^T19 
und a = 30,2. 

9. Wie berechnet man Seiten und Winkel eines Parallelogramms, 
dessen Eckenlinien e und f und Inhalt J bekannt sind ? 

Beispiel: e = 59, f= 35,8, /= 808,7. 

10. Von einem Viereck seien zwei Gegenseiten a und c und die 
Winkel gegeben. Wie grofa ist sein Inhalt? 

Andeutung: Bringe die nicht gegebenen Seiten zum Durch- 
schnitt und benutze § 45, 2 zweimal. 

n. Leite die in § 27, 8 gefundene Formel für den F^chen- 
inhalt eines Sehnen vier eeks auf trigonometrischem Wege ab. 

Andeutung: Berechne eine Eckenlinie zweimal und aus der 
hieraus folgenden Gleichung den Cosinus des ihr gegenüberliegenden 
Winkels. 

13. .j41f und CQ sind zwei von den äufseren Grenzlinien zweier 
Grundstücke, die in den Strecken ÄS und SC an einander grenzen. 
Man soll letztere Grenze durch eine von A ausgehende gerade Grenze 
AD ersetzen. Wie grofs muls CD = x auf (7 § werden, wenn BC=a, 
AS = c, ^ASC^ß und ■^BCÖ=* gegeben sind? (Beispiel: 
^ j3 = 60«, d = 30».) 

13. Von einem rechtwinkeligen Dreieck sind die Katheten a, h 
gegeben. Wie grofs ist die Halbierende des rechten Winkels im 
Dreieck ? 

14. Von einem Dreieck, dessen Seiten a, i, c (9, 16, 24) gegeben 
sind, soU die Halbierende des Gegenwinkels zu c berechnet werden. 

16. Beweise, dafs im beliebigen Dreieck folgende Gleichungen 
stattfinden : 

a) 4r ■ ■ s = a • i ■ c; 
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cl gi + g !_ = t±l. . 

' pi — e i «_ " ' 

2 



g) Pi + 9a + Ps — 9 = 4r-, 

b) Pi + Pä +p3 — 3'- = »--(cos« + eos 13 + 0091-) = )-+p. 

16. Man soll aus den folgenden Angaben die Stücke eines Drei- 
ecks berechnen, und zwar in RöckfÜbrung auf die vier ersten Auf- 
gaben über Dreiecke: 



a) a-\-b, a' — h, y; 

d) a-\-h-\-o, a—b, b- 



b) a-\-b, a — h, c; c) a — 6, & — c, 
e) a, a-ß, y; f) a + b, |, y. 



l"?. Ebenso wie in Nr. 16, jedoch durch Benützung rechtwinkeliger 
Dreiecke : 

a) h^j b, 

d) \ , a, 



b) t„ i, 


P; 


C) Äi, 


6) *„ o, 


C; 


f) *., 


l) »„ »., 


ffl; 


i) S + 


1) «, »„ 


»li 


m) Wi, 



h) a + 6, Ä,, 

18. Ebenso wie in Nr. 16, jedoch unter Benützung von passenden 
Hilfsdreiecken: 

a) a, b, m^; b) a, ß, w^,; c) w^, cc, ß; 

d) a, a, h + c; e) a, ß, b + c; f) «, j3, ö + c; 

g) a, y, h — c; h) a, y, h — c-^ i) a + J+c, n, /i; 

k) c, fc, mi; 1) «»1, mg, w; m) a + ?»+c, A^, /3. 
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Aufgaben zum zwölften Kapitel. 
XXVI. Anwendungen der Dreiecksrectnung. 

Vorbemerkung. Das Feldmessen (die praktische Geometrie, 
Topographie, Geodäsie), aus dem sich wohl in Ägypten die reine Geome- 
trie entwickelte, hat die Aufgabe, die gegenseitige Lage der Orte eines 
Bezirks festzustellen, teils zur Bestimmung der Gröfse der Grundstücke, 
teils zum Entwurf von Plänen und Karten. Die Orte werden durch 
Signale (Pfähle , Stäbe , Stangen , Steine , Türme) bezeichnet. Zum 
Messen der Strecken benützt man zwei hölzerne Mefslatten von 5 m 
Länge, die abwechselnd aneinander gelegt werden. Wo es sich um ge- 
handelt, gebraucht man Mefsstangen aus Metall, 
i auf Böcke gelegt werden und deren kleiner Abstand je- 
weils durch einen Mefskeil (siehe Aufg. III, 13) gemessen wird. Zum Wag- 
rechtlegen benützt man eine Libelle; diese hesteht aus einer Glasröhre 
(oder Dose), die in Messing gefafst und mit einer Flüssigkeit (Äther) fast 
vollständig gefällt und so in der Mitte gekrümmt oder ausgehaucht ist, 
dafs bei wagrechter Lage die Blase über der Flüssigkeit in der Mitte 
steht. — Die genaueste Längenmessung ist notwendig zur Bestimmung 
der Grundlinie (Basis) einer Landesvermessung. Es wird hierzu eine 
etwa 10 km lange Standlinie möglichst genau gemessen. Von den End- 
punkten der Standlinie aus werden die Winkel der Standlinie mit den 
Sehlinien nach andern Punkten bestimmt und von letzteren wieder die 
Winkel nach weiteren Punkten. Auf diese Weise wird ein Keta von 
Dreiecken erster Ordnung*) über das Land gelegt, deren Seitenlängen 
die ein-, zwei-, dreifache Länge der Grundlinie haben und an die sich 
dann Dreiecke zweiter und dritter Ordnung mit geringerer Seitenlänge 
anschliefsen. Zur Bestimmung der Lage der Netzpunkte werden deren 
Abstände vom Meridian und Parallelkreis der Sternwarte des Landes be- 
rechnet. An die so bestimmten Punkte knüpfen sich dann die Messungen 
mit Mefslatten und Kreuzscheibe für die kleinsten Bezirke an. 

Als Winkelmefaiastrument dient der Theodolit. Dieser hat eine 
kreisförmige Scheibe (Alhidade), die mit einer Libelle durch drei 
Fufasehrauben wagrecht gestellt wird und um eine lotrechte Axe 
drehbar ist. Die Gröfse der Drehung dieser Scheibe wird auf einem sie 
umfassenden Rand (Limbus), der mit einer Kreisteiiung versehen ist, 
abgelesen (Horizontalwinkel) mit Hilfe zweier auf der Scheibe befind- 
lichen Nonien (vgl. L Teil, Äufg. IVa, 18). Die Scheibe trägt die 



•) Siehe das Kärtchen am Ende des Buches und vergleiche Aufgabe XXIV, 6. 
Äußer der dort genannten Grundlinie (19 794,5 m) wurde zur Prüfung die Ele'issev 
Grundlinie Sauaheim- Oberbergheim (19 0*4,387 m) benützt, welche eine Überein- 
stimmung bis 8,S Milliontel ei^b. Nach Osten wurde angeschlossen an die 
Linie Ludwigsburg-Solitfide (13 033,144m), nach Norden an Datmstadt-Griesheim. 
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Lager einer wagrechten Aie, mit der ein Pernrolir und ein lot- 
rechter geteilter Kreis verbunden ist, der Höhen- oder Vertikalkreis, 
dessen Nonius an dem Lager der Axe befestigt ist. Dieser Kreis dient 
zur Messung von Höhenwinkela bei Höhenbestimmungen. Um das 
Fernrohr wagrecht au stellen, ist auch dieses mit einer Libelle versehea. 
Das Ganze ruht auf einem zusammenlegbaren Dreifufs. 

1. Zwei Orte A und B, zwischen denen man nicht hin- und § 
hersehen kann, sollen durch eine geradlinige Strafse (Tunnel) ver- 
bunden werden. Man wählt den seithch gelegenen Punkt C und 
rnifst ^C=168m, SC = 137,5 m und -^ C= 74«29'. Wie lang 
wird die Strafse? 

2. Wenn in Fig. 175 die Strecken CA, OB, a„ \, q die 
Grösse 122, 464, 102, 61, 109 haben, wie grofs ist AJ5? 

3. Um die Breite AS eines Flusses zu bestimmen, mifet man 
am einen Ufer eine durch S gehende, beiderseits B sich erstreckende 
zu AB senkrechte Strecke QE^ löOm und die Sebwinkel nach A 
bei Q = 40" und bei B = 61". Wie grofs ist AB'i 

4. Um die Breite AB eines Flusses zu bestimmen, sei auf der 
Verlängerung von AB ein Punkt G gewählt und von ihm aus unter 
dem -^ y eine Strecke GF= n gemessen und aufeerdem noch 
■^ CFA = a und CFB==ß. Wie grofs ist AB"/ 

Beispiel: w = 33; -^ « = 105*40'; ^ |3 = 65"; ^y = 49"37. 

6. Die Grenzpunkte einer Strecke LM = a sind unzu^nglieh. 
Es aollen aber ihre Entfernungen von einem seitlich liegenden Punkt 
V bestimmt werden, wobei L und M von V aus sichtbar seien. Zu 
diesem Zweck wählt man auf der Verlängerung von LM einen zu- 
gänglichen Punkt S und mil'st allein die Winkel L VM =^ a, 
MVS = ß und VSM=y. Wie grofs sind XF und JlfF? 
Beispiel: a = 44,5 m; -^ « = 70"; ^ ß = W; ^y = 31". 

6. Die Länge einer Strecke AB, die nur bei A zu^nglich 
ist, soll bestimmt werden. Man mifst unter einem Winkel BAT 
= 62"24' eine Strecke AY=4Sm und in Y unter dem Winkel 
A¥Z=m''Z& die Strecke FZ = 69,4m und noch den Winkel 
YZB= 108". Wie grofs ist AB? — Andeutung: Ziehe die zu ZB 
Parallele durch Y u. s. w.; oder benutze den Schnittpunkt zweier 



7. Die Gröfse der nur bei P zu^nglichen Strecke P^ soll be- 
stimmt werden. 

a) Man mifst hierzu seitwärts von P aus FR = 79,08 m und 
andrerseits von PQ die Strecke PS = 62,9 m, femer die Winkel 

BPS = 99"ö9', ^ BSQ = 67"2,5', -^ PMQ = 60"20'. 

b) Es können auch PK und PS auf derselben Seite von PQ 
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[g 47.] angenommen werden: dann sei -^ UPS = 9" 10', alles Übrige unge- 
ändert wie bei a). 

Andeutung: Bezeicline die Teile des -^MPS durch x und y 
und berechne PQ zweimal. 

8. Man befindet sich auf einer Plufsinsel und soll die Breite 
AB des Flusses bestimmen. Man mifst auf der Insel in der unge- 
fähren Flufsrichtung eine Strecke QB = l und in deren GErenzpunkten 
die Winkel a = AQIi, ß = EQB, y = QBA, d=jßii$. — Beispiel: 

; = 2%7; « = 91»50'; ^ = 71M3'; y = 58»29'; d = 74«. 

9. Es soll in Fig. 176 (S. 172) AB berechnet wei-den, während 
die gemessenen Stücke seien: 



a)a= 38; «= 86«20'; /J = 23''; «1 = 48050'; |3^ = 129». 
b)f( = 250,6; a =118034'; j3 = 56<'2'; k^ = 34«35'; (3i = 90"1'. 

c) In welcher Beziehung steht die Aufgabe Nr, 8 zu den vor- 
stehenden a) und h)? 

10. Mail wünscht die Entfernungen zwischen drei unzugäng- 
lichen Punkten A, B, C kennen zu lernen. Man stellt sich deshalb 
in gerader Linie mit Ali auf, mifst dann die Strecken p und q, 
längs welcher man sich, senkrecht zu AB, seitwärts begeben mufs, 
um erst mit A und G, dann mit B und C in einer Geraden zu sein; 
in den neuen Stellungen mifst man die Sehwinkel a und ß für AB. 
Es ist zu zeigen, wie die gewünschten Strecken gefunden werden 
können. — Beisp,; p = 8,9; ä = 16; a = 103°; /3 = 99". 

Tl. Von zwei Standpunkten C und Z> aus (Fig. 176) sieht man 
nach den Grenzpunkfcen einer bekannten Strecke AB = l und mifet 
die Winkel .4CD = K, BGB = ß, CBA^cc,, CBB=ß,. Wie 
lang ist Co? (Vgl, auch Aufg, XXVII, 13.) 

Für die folgenden Beispiele soll zuerst die ungefähr entsprechende 
Figur gezeichnet, dann soU CD berechnet werden: 

a) J = 280; a = 91"30'; ^ = 23"; a,=410; ft = 123<'52', 

b) ; = 301,9; « = 96"; ^ = 51''42'; «, = 19M8'; ^1= 53«. 

c) l = imp; a = 74''20'; ,3 = 36»; «, = 57«44'; ßi= 41<»30'. 

13. Wie weit ist ein Punkt S von drei Punkten A, B, C einer 
Geraden entfernt, wenn AB = \, BC'=\ und -^ASB ^ a^, 
•^BSC ^= «2 gemessen sind? 



a)7, = 17,93; l^= 26; «1 = 42»; k^ = 46"53'. 

b) \ = 201,5; l^ = 109,5; a, = 28'>9'; a, = 43»21'. 
13. Nach dem Plan einer Stadt liegen die 3 Punkte T, K, M 
in einer Geraden, deren w^rechte Abstände aus diesem Plan entnommen 
wurden: 2'Ä' = 950m, Ä"J/"=625m, Um die Lage des neuen, nicht 
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a) o — 30; 


6-31; 


y=101"; K = 


b) o— 14; 


b — ii- 


y— 106n5,6';« 


c) — 861; 


6—162,5; 


7=120"30,6'; « 


d) a— 19,46; 


!)- 12,07; 


V = 262»4fl'; «: 


e) — 46; 


6 = 32,89; 


r-72"36'; « 
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in dem Plan vei^zeiclineten Gebäudes G zu bestimmen, wurden von [§ 47.] 
seiner Plattform aus die Winkel TGK=46''Ö9' imd KG M== 25" 15' 
gemeaseii. Wie lang ist GK, GT und GM'? 

14. In Fig. 177 (S. 173) soU die Entfernung des Punktes B 
von A (oder B oder C) berechnet werden, wenn gegeben ist: 

-26" 15 = 29». 

= 18''55,5'; /5 = 67"22,8'. 

= 91" 22,8'; /3 = 18« 55,5'. 

= 13''2r ^ = 32«10'. 

-142''9,8'; /5 = 680 7'. 

Zeichne zuerst die Figur nach den gegebenen Malsen. 

15. Am 6. Dez. 1751 beobachtete Lalande in Berlin (geogr. 
Breite 52''31,2' nördl.) den Abstand des Mondes von der Lotriehtung 
=^ 41'*15j-' beim Durchgang durch die Mitt^slinie, während gleich- 
zeitig Lacaille am Cap (geogr. Breite SS^ÖÖ^' südl.) diesen Abstand 
= 46"33,fi' fand. Es soll berechnet werden, wieviele Erdhalbmesser der 
Mond vom Erdmittelpunkt entfernt war unter der (nur annähernd 
geltenden) Voraussetzung, dass beide Orte auf einerlei Mittagslinie liegen. 

16. Auf einer Geraden liegen auf einander folgend die Punkte 
A, B, C, B, und es sei gemessen AB = m = 1234, CD = h = 964, 
aufserdem kennt man die Winkel, unter welchen die Strecken AB, 
BG, CD von einem seitlich gelegenen Punkte S aus erscheinen; 
nämUch ^« = 25H2', ^^ = 48n9', ^y = 32<'56'. Wie grofs 
ist BC = x? 

17. Ein auf einer wagrechten Ebene stehender Turm SF er- § 48. 
scheint von einem Punkt A der Ebene aus unter einem Höhenwinkel 

K = 30", und wenn man sieh ihm um 40 m nähert bis B, erscheint 
er unter dem Höhenwinkel ß =^ 60". Wie hoch ist die Spitze 8 
des Turmes über dem Äuge des Beobachters? und wie weit ist seine 
Entfernung von B'? 

18. Neben der Bahnlinie nach Schwetzingen, die 109 m Über 
dem Meeresspiegel in wagrechter Richtung gegen die Lotlinie des 
Turmes des Königsstuhles verläuft, wurden an zwei Kilometersteinen, 
deren Abstand 1500 m, die Erhebungswinikel nach der Zinne des Turmes 
gemessen: a = 7"27V, (5 = 5"19'. Wie hoch liegt letzterer Punkt 
über dem Meeresspiegel? 

19. Zur Mittagsstunde beobachtet man nach Süden eine Wolke 
unter dem Höhenwinkel «, während der der Sonne ß ist; zugleich 
ist der Schatten der Wolke vom Beobachter um a Meter entfernt 
(nord- oder südwärts?). Wie hoch schwebt die Wolke? 
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] Beispiele: 

a) ^ ß = 25059; ^ß = 28»55', tt == 89 m. 

b) ^ K = 30" 6', < J5 = 28» 55; a = ö8m. 

20. Vom Fnfs F eines Turmes FS aus f-iihrt eine geradlinige 
Straise gleichmäfaig fallend bergabwärts, und man hat auf ihr FÄ = a 
und AS = b gemessen, aufeerdem den Winkel FAS ^ a und 
FBS = ß. a) Wie hoch ist FS'? b) Wie stark geneigt ist die 
StraTse? — Beisp.: a = 12,9; b = 18,5; « = 68n9'; ,3 -= 47''ö8'. 
« =.24; f. = 28; « = Sö^BO'; ß = 19"30'. 

21. Ein auf einer wagrechten Ebene stehender Turm (z. B. der 
zu Pisa) sei gegen Norden geneigt. Von zwei Punkten Ä und B 
aus, die um a und 6 genau nach Süden vom Fufs des Turmes ab- 
stehen, erscheint dessen Spitze unter den Höhenwinkeln a und ß. 
Wie stark geneigt ist der Turm? und wie hoch iafc er? 

Beispiel: » = 30m, fe=58,5ra; -^ « = 58»3', ,3 = 40" 57'. 

32. Betrachtet man einen Turm von einem südwärts davon 
gelegenen Punkt A, so erscheint er unter dem Höhenwintel 30"; 
geht man von A aus westwärts nach £ um die Strecke a, so er- 
seheint der Turm von B aus unter dem Höhenwinkel 18". Man soll 
zeigen, dars die Höhe des Turmes = ffl :k2 -j- 2y'5. 

33. Von A aus sieht man 2 Berggipfel B und C in gleicher 
lotrechter Ebene hinter und übereinander unter den Erhebungswin- 
keln von 15" und 22-^", während C von B aus unter dem Winkel 30" 
erseheint. Wenn der wagrecbte Abstand der Lotlinien von B und A 
1,5 km ist, wie hoch liegt C über A'? 

34. Eine von A aus nach Südwesten hin und h Meter über A 
gelegene Bergapitze S erseheint in A unter dem Höhen winkel cc. 
Unter welchem Höhenwinkel erscheint S von B aus, wenn B um 
6 Meter südlich (oder nördlich) von A liegt ? 

Beispiel: h = 450m; k = 7"7'; 6 = l^km. 

25, Von einem in einem Thal gelegenen Standpunkt S aus 
miiJst man die Höhenwinkel k und ß zweier Bergspitzen A imd B 
und auch den örandrifs y des Sehwinkels ASS auf die wagrechte 
Ebene. Wenn noch die Höhe der Berge über der Wagrechten gleich 
a und 6 bekannt ist, wie grofs ist die Luftlinie ^B? 



tt = 7"58'; ß = 10"24'; y = 139"45'; a = 240; b = 1480. 
36. Man betrachtet die Entfernung AB zweier Felsenriffe so- 
wohl vom Puls F als von der Spitze S eines vom Meeresspiegel 
aus sieh erhebenden Leuchtturmes. Man kennt SF = h, und milst 

^ASF=a, ^BSF=ß, ^AFB=y. 
Wie grofs ist die Entfernung AB'? 
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Beispiel: ?( = 25,4m; k = 60»8'; j5 = 7P56'; y = 10P30'. [§48.] 
27. Um die Höhe eines Gebäudes SF zu bestimmen, mifst man 
an drei Standpunkten Ä, B, 0, welche in einer Geraden und zwar 
in der durch F gehenden wagrechten Ebene liegen, die Höhenwinkel 
«, ß, y zu der Spitze S des Gebäudes. Wenn noch AB = a, 
BC=b gemessen wird, wie hoch ist das Gebäude? 

a = 56; 6 = 32,8; a = 10«2'; ß = 48°C)4:'- 



28. Ein Stück Feld bat die Gestalt ABC (Fig. 185) und soll § iv. 
durch eine Gerade X F im Verhältnis p : q geteilt werden. Gegeben ist: 
a)^B=145'; PC= 120,8; ■^:ß==68«; ^5=90<»; i):g=l:l; 
b)^B=137; ^J.= 72«; ^.0=59«; ^^ = 99"; p'.q=l:2, 
und dabei soll erstens der kleinere Abschnitt oder zweitens der 
gröfsere Abschnitt an AC zu liegen kommen. 

c) AB=QS; BC=106; 0^ = 86,9; •^^ = 106i'50'; p:q = 3:l. 

29. Im Viereck ABCD (Fig. 186) sei ^£=19, 5C=23, 

CD=15,4 und <):j? = 100", -^j' = 120»30', -^s^SI", p'.q = 2:3. 
Wohin fällt die teilende Gerade XT? 

30. Von einer Sti-aTse gehen in den Punkten P und Q zwei 
Grenzen PB. und QS eines Feldes aus; es sei PQ = a, ^. QPB^y, 
•^^ SQP = d gegeben. Man soU durch eine Parallele au PQ ein 
Stück abschneiden, dessen Inhalt = J gegeben sei. 

XXVII. Vermiswhte trigonomctrisclie Ühniigeii. 

1. Man soll zeigen, dafs -.- j- "a" = tg^« -|- cotg^w -j- 2. 

2. Wie grofs sind « und ^, wenn 

a) sin(a — /3) = ^ und cos(« + |3) = i? 

b) tg(« + ^) = ]/3 und tg(«-^)=l? 

3. Man soU einen gegebenen Winkel in zwei Teüe teilen derart, 
dalä a) die Sinus, b) die Cosinus, c) die Tangens derselben in ge- 
gebenem Verhältnis v stehen. — ßeisp.: i) = 2 : 3 (oder 5 : 4), 

4. Wenn 

tg^« = 2.tgä,J+l, 
so ist auch: 

ii0s2a + sin^(3 = 0. Beweis! 

5. Zwei Kreise, deren Halbmesser a wcA h seien, berühren 
einander aiisscbliefsend, und es sei y der Ton den beiden äufseren 
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